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ПРЕДИСЛОВИЕ   

Содержание предлагаемого пособия основано на материалах 
лекций и семинаров, проводившихся автором в Московской 
Школе Экономики МГУ имени М.В. Ломоносова в течение не-
скольких лет. Структура курса и, как следствие, учебного посо-
бия, несколько отличается от традиционно принятых при препо-
давании теории игр. В частности, настоящее пособие не выделяет 
антагонистические игры в отдельный раздел курса теории игр, с 
которого обычно начинается исследование данного предмета. 
Вместо этого изучение курса предлагается начать сразу с одной 
из основ математического аппарата теории игр – концепции рав-
новесия Нэша в целом и его частных случаев для игр различного 
типа. Помимо статических (одношаговых) игр, рассматриваются 
также иерархические и позиционные игры, методы поиска ситуа-
ций равновесия и др. В качестве примеров, иллюстрирующих 
теоретические концепции и утверждения, рассматриваются моде-
ли несовершенной конкуренции и другие важные прикладные 
задачи, позволяющие без нарушения общей логической структу-
ры учебника познакомить читателя с наиболее заметными обла-
стями прикладной теории игр и подготовить его к некоторым 
курсам, использующим теоретико-игровые модели (например, к 
отдельным разделам микроэкономики). 

В силу вводного характера курса настоящее пособие содер-
жит не слишком большое количество утверждений топологиче-
ского, теоретико-оптимизационного и теоретико-функциональ- 
ного характера, составляющие математический базис для теории 
игр. Тем не менее, в нем приведены самые важные из них 
(например, теоремы о неподвижной точке, элементы выпуклого 
анализа), а также их доказательства для наиболее наглядных 
частных случаев. Кроме того, практически везде, где читатель, 
заинтересованный в более глубоком изучении вопроса, пожелает 
получить полные формулировки теорем и законченное формаль-
ное их доказательство, приводятся ссылки на статьи и моногра-
фии, где можно их найти. 
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Пособие может быть использовано для чтения подготовитель-
ных курсов по теории игр и математической экономике студентам, 
обучающимся по специальностям «Прикладная математика» и 
«Экономическая кибернетика». Предполагается знакомство чита-
телей с начальными курсами математического анализа, линейной 
алгебры и теории вероятностей. Предлагаемые после каждого 
раздела примеры и упражнения способствуют активному усвое-
нию материала и позволяют использовать пособие также для 
проведения семинарских занятий.  

Автор признателен всем коллегам по кафедре Эконометрики 
и математических методов за поддержку и советы, во многом 
определившие структуру книги и стиль ее изложения. В частно-
сти, наибольшую помощь в формировании курса оказал Алексей 
Мироненков, в течение многих лет являющийся коллегой автора 
в преподавании курса Теории Игр в МШЭ МГУ. Автор также 
благодарит заместителя заведующего кафедрой Эконометрики и 
математических методов МШЭ МГУ Евгения Ивина за неоцени-
мую помощь в подготовке и написании настоящего учебного по-
собия, без которой его появление было бы невозможно. Кроме 
того, автор хотел бы поблагодарить своего учителя – профессора, 
заведующего кафедрой Исследования операций факультета ВМК 
МГУ Александра Васина, сформировавшего у автора понимание 
математического аппарата теории игр и привившего любовь к 
этой области знаний еще в студенческие годы. И конечно же, в 
наибольшей степени автор благодарен своей семье за помощь, 
понимание и поддержку, оказанную на всех этапах подготовки – 
от появления задумки до вычитки финальной версии учебника.  
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1. «Введение во введение». Области применения 
теории игр. Что описывает теория игр? «Камень, 
ножницы, бумага» как иллюстрация основных 
концепций теории игр 

Наше учебное пособие разумно начать с ряда общих фраз, 
посвященных месту теории игр в современной математической и 
экономической науке. Если обратиться к формальному определе-
нию, то теория игр – раздел прикладной математики, с помощью 
которого моделируется поведение нескольких субъектов, когда 
критерий принятия решения каждого зависит от решений, при-
нимаемых остальными. В других учебных пособиях и моногра-
фиях под теорией игр понимается математическая теория приня-
тия решения в конфликтных ситуациях. На самом деле, оба этих 
определения эквиваленты – потому что любая ситуация столкно-
вения несовпадающих интересов и является конфликтом в широ-
ком смысле. 

С моделями принятия решения многие из читателей настоя-
щего пособия, скорее всего, уже сталкивались ранее. Простейшие 
модели принятия решений можно встретить, например, в курсе 
математического анализа или теории оптимизации. В подобных 
моделях лицо, принимающее решения, выбирает стратегию – то 
есть свой план действий – из некоторого множества доступных 
стратегий (например, множество планов производства, множе-
ство стратегий поведения). При формулировке модели принятия 
решения задается целевая функция (она же – функция выигрыша, 
функция полезности и т.д.), которая отражает интересы прини-
мающего решения лица и аргументом которой является выбран-
ная им стратегий (например, функция прибыли, зависящая от 
назначенного плана производства). Задача принятия решений со-
стоит, как правило, в том, чтобы найти стратегию, максимизиру-
ющую целевую функцию.  

В теории игр основным предметом анализа являются более 
сложные модели принятия решения – в них лиц, принимающих 
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решение, несколько – от двух до бесконечности. Предполагается, 
что их интересы не совпадают – то есть целевые функции этих 
лиц различны1. В этом и заключается основная суть конфликтной 
ситуации: решение принимается не одним индивидом, а несколь-
кими, и функция выигрыша каждого из них зависит не только от 
его стратегии, но также и от решений других участников. Мате-
матическая модель такого рода конфликта называется игрой, а 
участники конфликта − игроками.  

Очевидно, что в рамках такого подхода сфера применения 
теоретико-игровых моделей необычайно широка. Помимо клас-
сических игр – азартных, спортивных, из исследования которых и 
выросла вся существующая теория, конфликтной ситуацией мо-
жет считаться любое человеческое взаимодействие. Таким обра-
зом, предметом теории игр может быть не только игра в шахма-
ты, футбол или преферанс, но и другие, значительно более 
значимые с общечеловеческой точки зрения конфликты. Теория 
игр находит применение в военном деле (модели типа «оборона-
нападение», модели воздушного боя Ланчестера), в экономике 
(например, почти все модели рынков несовершенной конкурен-
ции в микроэкономике имеют теоретико-игровую природу, моде-
ли размещения общественного блага – тоже2), а также в полито-
логии (модели электорального поведения, модели распределения 
влияния3) и даже в биологии (некоторые модели эволюционной 

—————— 
1  Строго  говоря,  одного  только  отличия  целевых  функций  недостаточно. 
Например, если целевая функция одного ЛПР равна целевой функции дру‐
гого,  умноженной на  константу,  то  очевидно,  что оптимальное  поведение 
их совпадет. 
2 См., например: Савватеев А.В. Анализ коалиционной устойчивости «бипо‐
лярного мира». Журнал Новой экономической ассоциации, 2012, № 1(17), 
с. 10–43; Савватеев А.В. Миграционно‐устойчивая организация одномерно‐
го  мира:  теорема  существования  решения.  Известия  Иркутского  государ‐
ственного университета, серия «Математика», 2013. Т. 6, № 2. С. 57–68. 
3 Алескеров Ф.Т. Индексы влияния, учитывающие предпочтения участников 
по  созданию  коалиций. Доклады Российской  академии наук. 2007.  Т. 414. 
№ 5. С. 594‐597.  



8 

динамики основаны на бесконечных повторяющихся играх4) и 
государственном и корпоративном управлении5. 

Исторически теория игр зародилась еще в XVIII веке, с на- 
чалом эпохи просвещения и развитием экономической теории.  
А первые экономические модели того научного направления, что 
потом станет теорией игр, рассматривались А. Курно и Ж. Бер-
траном в XIX веке. Позже эти модели стали хрестоматийными 
моделями производства и ценообразования в условиях олигопо-
лии и ныне носят имена своих создателей (модели олигополии 
Курно и Бертрана). В начале XX в. Э. Ласкер (тот самый Ласкер – 
на протяжении 27 лет непобедимый чемпион мира по шахматам), 
Э. Цермело и Э. Борель выдвигают идею математической теории 
конфликта интересов. Формальные математические аспекты и 
приложения теории были впервые изложены в книге 1944 года 
Джона фон Неймана и Оскара Моргенштерна «Теория игр и эко-
номическое поведение». В то время «мейнстримом» научных ис-
следований были антагонистические игры – игры, в которых вы-
игрыш одного игрока был равен потерям его визави. При этом 
вплоть до середины XX века теория игр считалась лишь матема-
тической теорией, несмотря на очевидные возможности для при-
менения в экономике. Однако после Второй мировой войны в 
США (не в последнюю очередь благодаря увеличению финанси-
рования науки) начинаются попытки практического применения 
теории игр в экономике, биологии, кибернетике, технике, антро-
пологии. Во время Второй мировой войны и сразу после нее тео-
рией игр серьезно заинтересовались военные, которые увидели в 
ней мощный аппарат для исследования стратегических решений. 
В начале 50-х годов XX века Джон Нэш формулирует ставшую 
впоследствии ключевой для всей теории игр концепцию равнове-
сия Нэша в неантагонистических играх. Согласно этой концеп-
—————— 
4 Васин А.А. Некооперативные игры в природе и обществе. М.: МАКС Пресс, 
2005. 
5 Васин А.А., Морозов В.В. Теория игр и модели математической экономики: 
учебное пособие. М.: МАКС Пресс, 2005. 
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ции, участники конфликта должны использовать оптимальную 
стратегию, что приводит к созданию устойчивого равновесия. 
Игрокам выгодно сохранять это равновесие, так как любое изме-
нение ухудшит их положение. Работы Нэша внесли значитель-
ный вклад в развитие теории игр, были пересмотрены математи-
ческие инструменты экономического моделирования. В целом, 
современная теория игр во многом опирается на подходы и ре-
зультаты, увидевшие свет именно в работах Нэша. Однако и в 
последние годы это научное направление бурно развивается. Не-
которые направления современной экономической теории вооб-
ще невозможно сформулировать без применения теории игр. Бо-
лее того, львиная доля Нобелевских премий по экономике в 
последние годы была вручена за работы, в которых значительное 
внимание уделялось именно игровым моделям. Среди них можно 
назвать премии 2005 года (Р.И. Ауманн и Т.К. Шеллинг, «За рас-
ширение понимания проблем конфликта и кооперации с помо-
щью анализа в рамках теории игр»), 2007 (Л. Гурвич, Э. Маскин, 
Р. Майерсон, «За создание основ теории оптимальных механиз-
мов»), 2012 (Л. Шепли и Э. Рот, «За вклад в теорию устойчивого 
распределения и практику моделирования рынка»).  

Традиционно математическая теория игр подразделяется на 
два основных направления. Теория кооперативных игр изучает 
принятие решений в предположении, что существует механизм, 
обеспечивающий выполнение совместно принятого решения. 
При этом основная задача в этом направлении − указать множе-
ство взаимовыгодных решений с учетом интересов и самостоя-
тельных возможностей отдельных игроков и коалиций, то есть 
групп совместно действующих игроков. Если это множество 
включает несколько вариантов решения, то возникает также за-
дача выработки критерия оптимальности, который позволил бы 
найти единственное, наилучшее в некотором смысле решение.  
В свою очередь, некооперативные игры отражают ситуации, в 
которых игроки действуют самостоятельно, независимо друг от 
друга, и если какие-то соглашения заключаются, то они не явля-
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ются обязывающими: каждый игрок может отклониться от дого-
воренности. Настоящее учебное пособие посвящено именно не-
кооперативным играм. 

Помимо деления на кооперативные и некооперативные игро-
вые модели, существует также множество других классификаций 
моделей теории игр. Например, различие между статическими и 
динамическими играми обусловлено возможностью игроков 
наблюдать за действиями друг друга и реагировать на них. В ста-
тических играх игроки принимают решения одновременно; при-
нятые решения не подлежат пересмотру. В динамических играх 
существует более сложный порядок ходов. 

Мы (естественно) начнем с самого простого случая: статиче-
ские игры двух лиц. Среди таких игр в литературе часто выделя-
ется отдельный подкласс задач, в которых выигрыш одного 
участника равен потерям другого. Этот тип игр называется анта-
гонистическими. Антагонистическим играм во многих учебниках 
посвящена отдельная глава, где разбираются методы их решения 
и анализа. Однако в рамках настоящего учебного пособия испо-
ведуется иной подход. Антагонистические игры, при всем их 
важном прикладном значении, являются всего лишь подклассом 
игровых задач в целом, и методы их решения в основном являют-
ся частными случаями методов решения поэтому автору не ка-
жется необходимым выделять их в отдельный раздел. 

Для иллюстрации основных принципов теории игр можно 
использовать пример классической детской игры «Камень-
Ножницы-Бумага». Почти все знают ее правила. В игре участву-
ют двое, игроки считают вместе вслух «Камень… Ножницы… 
Бумага… Раз… Два… Три», одновременно качая кулаками. На 
счет «Три» они одновременно показывают при помощи руки 
один из трех знаков: камень, ножницы или бумагу. Победитель 
определяется по следующим правилам: 

 камень побеждает ножницы («камень слишком крепок для 
ножниц»); 
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 бумага побеждает камень («бумага накрывает камень»); 

 ножницы побеждают бумагу («ножницы разрезают бума-
гу»). 

Если игроки показали одинаковый знак, то засчитывается 
ничья, и игра переигрывается.  

Как можно математически описать эту игру? Во-первых, нам 
известно, что игроков всего двое. Это означает, что множество 
игроков (будем обозначать его ܫ в этой игре) состоит из двух 
элементов: ܫ ൌ ሼ1,2ሽ. Во-вторых, мы знаем, что каждый игрок 
может выбрать одну из трех стратегий. Будем обозначать множе-
ства стратегий игрока под номером ݅ как ௜ܵ (S – от слова strategy).  
Тогда в теоретико-игровой модели «Камень-ножницы-бумага» 
для каждого из двух игроков (݅ ൌ 1; 2, то есть ݅ ∈  множество (ܫ
стратегий для каждого игрока будет иметь вид ௜ܵ ൌ ሼ1,2,3ሽ. Здесь 
стратегия 1 означает выбор камня, стратегия 2 – ножниц, а стра-
тегия 3 – бумаги. 

После того, как мы формально записали множество игроков 
и множество стратегий, следующей задачей является формализа-
ция их выигрышей. Поскольку в игре участвуют всего два игрока, 
а у каждого игрока конечное число стратегий, то профилей 
стратегий (всевозможных наборов стратегий всех игроков) ко-
нечное число – в нашем случае их девять.  

Определение 1.1. Игры, в которых множество игроков со-
стоит из двух элементов, а число их стратегий конечно, 
называются биматричными. 

Название «биматричные» указывает на наиболее удобный  
(и потому используемый традиционно) способ формализации вы-
игрышей игроков. Вообще говоря, выигрыш каждого игрока яв-
ляется функцией, зависящей от выбранных им и его соперниками 
стратегий. В случае биматричных игр выигрыши обоих игроков 
представимы в виде матрицы. Каждая строка этой соответствует 
одной стратегии 1-го игрока, каждый столбец– одной стратегии 
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2-го игрока. А на их пересечении стоит элемент матрицы, равный 
выигрышу данного игрока при соответствующем профиле стра-
тегий.  

Заметим, что биматричная антагонистическая игра для запи-
си не требует двух матриц, так как матрица выигрыша второго 
игрока фактически является матрицей выигрыша первого игрока, 
умноженной на –1. Поэтому биматричные антагонистические иг-
ры называются просто «матричными», матрица выигрыша второ-
го игрока обычно даже не записывается (видимо, в целях эконо-
мии места). 

Вернемся к игре «Камень-Ножницы-Бумага». Будем считать, 
что выигрыш победившего игрока равен 1 условной единице, а 
выигрыш проигравшего равен –16. Заметим, что, несмотря на то, 
что игрок несет потери, они все равно называются «выигрышем». 
Их смысл как потерь для игрока несет знак минуса. В случае ни-
чьей никто ничего не получает (но и не теряет) и сохраняется 
статус-кво, поэтому в матрицу выигрышей записывается ноль.  

ܣ ൌ

К Н Б 	

൭
0 1 െ1
െ1 0 1
1 െ1 0

൱
К
Н
Б

 

(1.1) 

ܤ ൌ

К Н Б 	

൭
0 െ1 1
1 0 െ1
െ1 1 0

൱
К
Н
Б

 

Эти матрицы задают нам функции полезности игроков – то, 
как их выигрыши зависят от играемых стратегий. 

—————— 
6 Вообще, дальше по тексту нам часто потребуется описывать выигрыш иг‐
роков в подобном «обобщенном» виде. Поэтому дальше слова «условные 
единицы  выигрыша»  для  сокращения  записи  будут  заменяться  на  просто 
«единицы».  
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Для того, чтобы формально определить, что такое функция 
выигрыша, напомним следующее определение.  

Пусть ଵܵ, ܵଶ, … , ܵே	– множества. Тогда декартовым произве-
дением этих множеств называется множество всевозможных 
наборов из ܰ элементов, где на ݅-м месте стоит элемент ݏ௜ мно-
жества ௜ܵ: 

ܵ ൌ ∏ ௜ܵ
ே
௜ୀଵ ൌ ሼሺݏଵ, ,ଶݏ … , ଵݏ|ேሻݏ ∈ ଵܵ, ௦ݏ ∈ ܵଶ, … , ேݏ ∈ ܵேሽ. 

Множество профилей стратегий всей игры (множество ситу-
аций игры) представляет собой декартово произведение мно-
жеств стратегий всех игроков. Например, в игре «Камень-
ножницы-бумага» множество ситуаций – это множество пар 
{(камень, камень); (камень, ножницы); … ; (бумага, бумага)}. Та-
ким образом, в этой игре ровно девять профилей стратегий, каж-
дый из которых однозначно соответствует ситуации в игре. 

Обозначим ܵି௜ ൌ ∏ ௝ܵ
ே
௝ୀଵ
௝ஷ௜

 множество стратегий всех игроков, 

кроме игрока ݅ ∈   Пусть у нас есть множество игроков .ܫ
ܫ ൌ ሼ1,… ,ܰሽ. Пусть ݏ௜ ∈ ௜ܵ – стратегия игрока ݅ ∈ ݏ а ,ܫ ∈ ܵ – 
профиль стратегий. Функция ݑ௜ሺݏሻ выигрыша игрока ݅ присваи-
вает каждому возможному профилю стратегий ݏ ∈ ܵ выигрыш 
данного игрока, при условии, что все игроки выбирают входящие 

в этот профиль стратегии: ݑ௜: ܵ → ܴ. Обозначим ݑ: ܵ → ܴே век-
тор-функцию, составленную из функций выигрыша всех игроков. 
Каждому профилю стратегий она ставит в соответствие вектор 
выигрышей всех игроков.  

Определение 1.2. Тройка ߁ ൌ ,ܫ〉 ܵ,  называется игрой в 〈ݑ
нормальной форме. 

В игре каждый Γ игрок ݅ выбирает одну стратегию из множе-
ства стратегий ௜ܵ. Выигрыш каждого игрока зависит как от вы-
бранной им стратегии, так и от стратегий, выбранных другими 
игроками. Таким образом, все взаимодействие игроков представ-
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лено в виде математического объекта – игры в нормальной  
форме – который содержит всю информацию об исследуемом 
конфликте. Теперь нашей задачей является понять, какие страте-
гии игроки выберут, в зависимости от их множеств стратегий ܵ и 
функций полезностей ݑሺ⋅ሻ. По сути, решить теоретико-игровую 
задачу – это и означает указать те стратегии, которые являются 
для каждого игрока оптимальными. При этом, в отличие от са-
мых простых моделей принятия решения – оптимизационных 
моделей, где есть только одна целевая функция, и поиск решения 
сводится к поиску ее максимума,– в игровых задачах «одновре-
менно» максимизируются сразу несколько целевых функций. По-
этому здесь могут быть несколько критериев оптимальности – в 
качестве решения можно рассматривать как «компромиссные» 
варианты (например, равновесия Нэша), так и «лучшие сразу для 
всех» (например, Парето-эффективные исходы, равновесия по 
доминированию). Точные математические формулировки таких 
концепций решения приводятся в следующей главе. 
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2. Различные концепции решения: Равновесие Нэша. 
Доминирование. Эффективность по Парето 

В теории игр, как и во многих других теориях, можно выде-
лить два подхода: нормативный и дескриптивный. Нормативный 
подход состоит в том, что теория дает рекомендации, как следует 
действовать в той или иной конфликтной ситуации. А при де-
скриптивном подходе теория пытается описать, как на самом деле 
происходит взаимодействие между игроками. Изначально теория 
игр развивалась как нормативная – она пыталась определить опти-
мальное поведение игроков, не вдаваясь в тонкости его реализа-
ции. В настоящей главе мы обсудим три концепции оптимального 
поведения игроков и соответствующие им профили стратегий, ко-
торые будем считать решением исходной игровой задачи.  

Первое (и наиболее очевидное) рассуждение состоит в том, 
что ни один игрок не станет играть стратегию, если какая-то дру-
гая стратегия всегда приносит ему больший выигрыш. Это рас-
суждение приводит к понятию доминирующих и доминируемых 
стратегий. Начнем с формального определения.  

Определение 2.1. Пусть ߁ ൌ ,ܫ〉 ܵ,  игра в нормальной – 〈ݑ
форме. Тогда для игрока ݅ стратегия ݏ௜ ∈ ௜ܵ сильно (слабо) 
доминирует стратегию ݏ௜

ᇱ ∈ ௜ܵ, если для всех ିݏ௜ ∈ ܵି௜ спра-
ведливо: ݑ௜ሺݏ௜, ௜ሻିݏ ൐ ሺ൒ሻ	ݑ௜ሺݏ௜

ᇱ,  .௜ሻିݏ

Иными словами, стратегия ݏ௜ дает игроку выигрыш больший, 
чем стратегия ݏ௜

ᇱ, всегда – при любых стратегиях соперников. 
Очевидно, что в этом случае игроку совершенно не выгодно ис-
пользовать стратегию ݏ௜

ᇱ– ведь есть как минимум одна другая 
стратегия, заведомо «лучше» ее. Таким образом, доминируемые 
стратегии не могут оказаться оптимальными для игрока ни при 
каком критерии оптимальности.  

Если у игрока есть одна стратегия, которая доминирует все 
остальные (доминирующая стратегия), то мы можем утверждать, 
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с большой долей уверенности, что он сыграет именно ее. Если 
такая стратегия есть у каждого игрока, то получаемый из них 
набор стратегий составляет первый из рассматриваемых вариан-
тов решения игры (и прогноз относительно того, что сделает 
каждый игрок). Речь идет о равновесии в доминирующих 
стратегиях. 

Определение 2.2. Ситуация ݏ∗ ∈ ܵ – равновесие в сильно 
(слабо) доминирующих стратегиях в игре ߁ ൌ ,ܫ〉 ܵ,  если ,〈ݑ
для каждого игрока ݅ ∈ ௜ݏ его стратегиях ܫ

∗ – доминирую-
щая: для любого ݏ௜

ᇱ ് ௜ݏ
∗, ௜ݏ

ᇱ ∈ ௜ܵ и для всех ିݏ௜ ∈ ܵି௜ справед-
ливо: ݑ௜ሺݏ௜

∗, ௜ሻିݏ ൐ ሺ൒ሻ	ݑ௜ሺݏ௜
ᇱ,  .௜ሻିݏ

Понятие доминирования касается только одного участника 
игры – ведь только для него доминирующая стратегия заведомо 
лучше доминируемой. Очевидно, что для его соперников ситуа-
ция может быть совершенно иной – для какого-то игрока (ска-
жем, ݆) вполне возможна ситуация, когда смена игроком ݅ страте-
гии с доминируемой на доминирующую приведет к снижению 
выигрыша. В литературе в таких случаях часто используется  
понятие «индивидуальной устойчивости» – то есть отдельно  
взятому индивиду невыгодно отклоняться от доминирующей 
стратегии. 

Принципиально другой подход к оценке эффективности 
стратегий иллюстрирует понятие доминирования по Парето7. Ес-
ли в случае сильного и слабого доминирования сравнению под-
лежат стратегии каждого отдельно взятого игрока, то в случае 
Парето-доминирования сравниваются уже ситуации в игре в це-
лом – то есть совокупности стратегий всех игроков (профили 
стратегий). Парето-оптимальные ситуации в игре часто могут не 
существовать, кроме того, они могут не быть индивидуально 
устойчивыми – то есть какому-то отдельному игроку может ока-
—————— 
7 Вильфредо Парето (15 июля 1848, Париж – 20 августа 1923, Селиньи, кан‐
тон  Женева,  Швейцария)  –  итальянский  инженер,  экономист  и  социолог. 
Помимо Парето‐оптимальности, его имя также носит статистическое Паре‐
то‐распределение. 
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заться выгодно «разрушить Эдем» – перейти из Парето-
оптимальной ситуации в другую, увеличив свой выигрыш, но 
уменьшив выигрыши других игроков. 

Пример 2.1. Рассмотрим биматричную игру со следующими 
матрицами выигрышей:  

ܣ ൌ ൭
1 2 5
4 6 4
7 െ1 4

൱ ܤ			 ൌ ൭
1 4 7
6 2 െ1
2 6 െ2

൱. 

В ней выделенная серым ситуация является одновременно и 
равновесием Нэша, и Парето-оптимальной. С одной стороны, ни 
одному из игроков не выгодно отклоняться от нее в односторон-
нем порядке (в первой матрице выделенное число максимальное 
в своем столбце, во второй – в своей строке). С другой стороны, 
не существует такой ситуации в игре, в которой оба игрока полу-
чали бы выигрыш бо́льший, чем в ሺ1,3ሻ, если бы они координи-
рованно решили «передвинуть» игру туда. Действительно, пер-
вому игроку, если он находится в ситуации (1,3), могло бы быть 
выгодным оказаться в ситуации (2,2), так как тогда его выигрыш 
увеличится с 5 до 6. Однако такое изменение «заблокирует» вто-
рой игрок, выигрыш которого снизится с 7 до 2. Что касается 
второго игрока, то он получает в ситуации (1,3) и вовсе свой 
единственный наибольший выигрыш, для него любая ситуация 
будет хуже данной.  
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3. Биматричные игры. Равновесие Нэша в бимат-
ричных играх. Функция (отображение) наилучше-
го ответа 

В равновесии Нэша стратегия любого игрока обеспечивает 
ему максимальный выигрыш при входящих в равновесный про-
филь (фиксированных) стратегиях других игроков. Зафиксируем 
равновесные значения стратегий всех игроков, кроме ݅. Тогда его 
функция выигрыша ݑ෤௜ሺݏ௜ሻ ൌ ,௜ݏ௜ሺݑ ௜ିݏ

∗ ሻ – функция одной пере-
менной – его стратегии, а равновесная по Нэшу стратегия ݏ௜∗– 
аргмаксимум этой функции, то есть множество тех стратегий, 
которые максимизируют ݑ෤௜ሺݏ௜ሻ.  

Определение 3.1. Отображение реакции (оно же отобра-
жение наилучшего ответа) игрока ݅ есть множество 
௜ିݏ ௜ሻ, такие, что для всехିݏ௜ሺݏ ∈ ܵି௜ справедливо:  

௜ሻିݏ௜ሺݏ ൌ ൜ݏ௜ ∈ ௜ܵ|ݑ௜ሺݏ௜, ௜ሻିݏ ൌ ݔܽ݉
௦೔ᇱ∈ௌ೔

,′௜ݏ௜ሺݑ  .௜ሻൠିݏ

Проиллюстрируем введенное понятие на примере. Рассмот-
рим биматричную игру, описываемую следующими матрицами 
выигрыша:  

ܣ ൌ ቌ

1 4 4 2
0 1 3 0
3 5 2 4
2 1 3 5

ቍ ܤ				 ൌ ቌ

1 2 3 5
2 1 2 0
4 6 0 1
2 1 5 0

ቍ. 

Найдем равновесия Нэша в этой игре, используя отображе-
ния наилучшего ответа. Строится такое изображение для каждого 
игрока следующим образом. Фиксируется стратегия его соперни-
ка, после чего ищется максимум выигрыша рассматриваемого 
игрока. Те стратегии, которые его максимизируют, и являются 
множеством наилучшего ответа на зафиксированную стратегию 
соперника. Проиллюстрируем это на примере первого игрока. 
Найдем его наилучший ответ на первую стратегию второго игро-
ка – его соперника, имеем: ݏଵሺ1ሻ ൌ 3 – т.е., на стратегию 1 второ-
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го игрока первому игроку выгодней всего ответить стратегией 3. 
Аналогично находим наилучшие ответы первого игрока на дру-
гие стратегии второго: ݏଵሺ2ሻ ൌ ଵሺ3ሻݏ ,3 ൌ 1 и ݏଵሺ4ሻ ൌ 4. Для вто-
рого игрока: ݏଶሺ1ሻ ൌ ଶሺ2ሻݏ ,4 ൌ ሼ1; 3ሽ, ݏଶሺ3ሻ ൌ 2 и ݏଶሺ4ሻ ൌ 3. Об-
ратите внимание, что на вторую стратегию первого игрока второй 
игрок может ответить любой из двух стратегий – первую или тре-
тью – получив одинаковый выигрыш в 2 единицы, максимальный 
среди возможных.  

Равновесием Нэша в рассматриваемой игре будет та ситуация, 
от которой ни одному из игроков не выгодно в одностроеннем по-
рядке отклоняться. В терминах отображений наилучшего ответа 
это определение запишется так: равновесие – эта тот профиль 
стратегий, в котором стратегия каждого игрока входит в множе-
ство его наилучшего ответа на равновесную стратегию соперника. 
Рассмотрим наш пример. Здесь равновесием является ситуация 
ሼ3; 2ሽ – у первого игрока стратегия 3 является наилучшим ответом 
на стратегию 2 второго игрока, а у второго игрока стратегия 2 – 
наилучший ответ на третью стратегию его соперника. 

Предложенному алгоритму можно дать более наглядное опи-
сание. Внимательно посмотрим на пару матриц выигрыша игро-
ков. Согласно концепции нормальной формы биматричных игр, 
стратегии первого игрока соответствуют строкам матриц выиг-
рыша, стратегии второго – столбцам. Таким образом, для поиска 
наилучшего ответа первого игрока на фиксированную стратегию 
второго нам необходимо зафиксировать номер столбца, соответ-
ствующий этой стратегии игрока 2, и найти наибольшее значение 
среди элементов этого столбца в первой матрице. Номера строк, в 
которых стоит это максимальное значение, и сформируют мно-
жество наилучшего ответа первого игрока на стратегию второго. 
Аналогично, для поиска наилучшего ответа второго игрока на 
фиксированную стратегию первого необходимо в соответствую-
щей строке матрицы выигрыша второго игрока найти все макси-
мальные значения (выбор строки соответствует фиксированной 
стратегии первого игрока). 
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Снова рассмотрим пару матриц из предыдущего примера. 
Отметим в матрице ܣ наибольшие элементы в каждом из столб-
цов, а в матрице ܤ – наибольшие элементы в каждой строке: 

ܣ ൌ ቌ

1 4 4 2
0 1 3 0
3 5 2 4
2 1 3 5

ቍ ܤ				 ൌ ቌ

1 2 3 5
2 1 2 0
4 6 0 1
2 1 5 0

ቍ. 

Как мы видим, в первой матрице номера строк, где находятся 
выделенные элементы, составляют множества наилучшего ответа 
первого игрока на стратегии, соответствующие номерам столбцов 
этих элементов: ݏଵሺ1ሻ ൌ ଵሺ2ሻݏ ,3 ൌ ଵሺ3ሻݏ ,3 ൌ 1 и ݏଵሺ4ሻ ൌ 4. Ана-
логично и для второго игрока – с учетом замены строк на столб-
цы и наоборот: номера столбцов, где находятся выделенные эле-
менты – это множества наилучшего ответа второго игрока на 
стратегии, соответствующие номерам строк этих элементов 
ଶሺ1ሻݏ) ൌ ଶሺ2ሻݏ ,4 ൌ ሼ1; 3ሽ, ݏଶሺ3ሻ ൌ 2 и ݏଶሺ4ሻ ൌ 3). А тот элемент, 
который оказался выделенным в обеих матрицах, соответствует 
равновесию Нэша – это элемент во второй строке и третьем 
столбце (ситуация ሼ3; 2ሽ).  

Пример 3.1. «Обман на рынке» (Васин, 2005). Покупатель 
(игрок 2) приходит на рынок за яблоками. Продавец, торгующий 
яблоками (игрок 1), использует пружинные весы. У него есть две 
стратегии:  

1) честно взвесить 1 кг яблок; 
2) подкрутить пружинку и обвесить покупателя на 

200 грамм. 

Назовем эти стратегии «честность» и «обман» соответствен-
но. Покупатель также имеет две стратегии:  

1) поверив продавцу, заплатить деньги и уйти;  
2) взвесить купленные яблоки на контрольных весах и в слу-

чае обнаружения обмана звать кого-то и доказывать, что 
его обвесили. 
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Назовем эти стратегии «поверить» и «проверить» соответ-
ственно. Определим выигрыши продавца и покупателя в каждой 
ситуации: 

а) Продавец честно взвесил, а покупатель ему поверил. 
Соответствующие выигрыши обоих, равные 0, выбе-
рем в качестве начала отсчета; 

б) Продавец обманул, а покупатель ему поверил. Выиг-
рыш продавца равен 1, так как он получил дополни-
тельную прибыль. Выигрыш покупателя равен −1, по-
скольку он получил меньше яблок. 

в) Продавец честно взвесил, а покупатель его проверил. 
Выигрыш продавца равен 0 (он выручил ровно столь-
ко, сколько и должен был). Выигрыш покупателя ра-
вен −1/2: он, во-первых, зря потратил время, а, во-
вторых, глупо себя чувствует. 

г) Продавец обманул, а покупатель его проверил. Выиг-
рыш продавца равен −1, так как обнаружение обмана 
грозит ему определенными неприятностями (напри-
мер, его могут прогнать с рынка). Выигрыш покупате-
ля равен 1/2, так как, во-первых, ему возместили обвес, 
а, во-вторых, он испытывает моральное удовлетворе-
ние от разоблачения негодяя. 

После того, как мы сведем все вышеописанное в единую таб-
лицу, сразу же получаем биматричную игру с матрицами выиг-
рыша: 

ܣ ൌ ൭
0 െ1

െ
1
2

1
2
൱ ܤ			 ൌ ቀ0 1

0 െ1
ቁ	. 

Отметим наилучшие ответы игроков в матрицах выигрыша: 

ܣ ൌ ൭
0 െ1

െ
1
2

1
2
൱ ܤ			 ൌ ቀ0 1

0 െ1
ቁ	. 
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Легко заметить, что в этом случае у нас нет таких элементов, 
которые были бы выделены в обеих матрицах. Это означает, что 
в рассматриваемой игре равновесий Нэша нет. 

Рассмотрим далее еще несколько примеров классических би-
матричных игровых моделей.  

Пример 3.2 («семейный спор»8). Следующий пример пред-
ставляет собой так называемую игру на координацию (координа-
ционную игру) – в нем есть два равновесия Нэша. Муж и жена 
решают, как им провести вечер. На повестке дня стоят два вари-
анта: пойти на футбол (Ф) или в театр (Т). Муж предпочитает 
футбол, жена предпочитает театр, однако при этом главным фак-
тором является желание провести этот вечер вместе. Если супру-
ги идут на футбол, то жена получает 1 единицу, а муж − 2 едини-
цы полезности. Если же они идут в театр, то выигрыш жены − 2, 
а мужа − 1. Если оба идут в разные места, то выигрыши игроков 
отрицательные: в одиночестве муж получает –1 единицу от по-
сещения футбола (любимое зрелище не компенсирует страдания 
от ссоры с супругой) и –2 единицы от театра (мало того, что  
поссорились, так еще и зрелище неинтересное). У жены выигрыш  
в одиночестве рассчитывается по той же схеме: –2 единицы  
от одиночного посещения футбола и –1 от театра в одиночестве. 
Выигрыши игроков, таким образом, задаются матрицами  
(H = husband – Муж, W = wife – Жена): 

ܪ ൌ
	 Т Ф
Т
Ф

ቀ 1 െ2
െ1 2

ቁ					ܹ ൌ
	 Т Ф
Т
Ф

ቀ 2 െ2
െ1 1

ቁ	. 

В игре существует две ситуации равновесия: (1,1) и (2,2). 
Первая из них предпочтительней второму игроку, а вторая − пер-
вому. Если муж с женой будут принимать решение независимо 
(например, мобильный телефон у кого-то не работает), то при 
выборе своей оптимальной равновесной стратегии они оба вме-
сто хорошо проведенного вечера получат скандал и массу нега-

—————— 
8 В некоторой литературе эта игра называется «битва полов» («battle of sexes»). 
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тивных эмоций. Данный пример показывает, что при наличии 
нескольких равновесий Нэша, в разной степени выгодных игро-
кам, необходим какой-то механизм координации при выборе 
стратегии. Поэтому игры, подобные примеру 3.2, называют также 
«играми на координацию». 

Пример 3.3 («дилемма заключенного»). Еще одна класси-
ческая модель взаимодействия, представимая в виде биматричной 
игры,– дилемма заключенного. Алекс и Брюс (игроки 1 и 2), по-
дозреваемые в совершении тяжкого преступления, находятся 
изолированно друг от друга в предварительном заключении. 
Ввиду отсутствия прямых улик, успех или неуспех обвинения 
зависит от признания (стратегия 1) или непризнания (стратегия 2) 
самих бандитов. Если оба бандита признаются (ситуация (1,1)), 
то они будут признаны виновными и приговорены к 8 годам 
тюрьмы. Если ни один из них не признается (ситуация (2,2)), то 
по обвинению в главном преступлении они будут оправданы, но 
обвинителю все-таки удастся доказать их виновность в некото-
ром сопутствующем менее тяжком преступлении, например, в 
ношении оружия, в результате чего они будут приговорены к 
1 году тюрьмы. Если, наконец, признается только один из них 
(ситуации (2,1) и (1,2)), то признавшийся будет освобожден (за 
помощь следствию), а непризнавшийся будет приговорен к отбы-
тию максимального срока − 10 лет. 

Матрицы выигрышей игроков примут вид: 

ܣ ൌ
	 П Н
П
Н

ቀ െ8 0
െ10 െ1

ቁ					ܤ ൌ
	 П Н
П
Н

ቀെ8 െ10
0 െ1

ቁ. 

В этой игре имеется единственная ситуация равновесия (1,1): 
обоим бандитам необходимо признаться. Однако есть Парето-
оптимальная ситуация (2,2), более выгодная обоим игрокам, но 
не являющаяся ситуацией равновесия. Данный пример показыва-
ет, что равновесия Нэша могут быть неэффективны в Парето-
смысле, то есть за счет отклонения обоих игроков от ситуации 
равновесия можно улучшить выигрыши всех участников. 
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4. Биматричные игры. Смешанное расширение 

Как мы уже выяснили раньше, бывают такие игры, где рав-
новесий Нэша нет. Пример: «Камень-ножницы-бумага», «Поку-
патель и продавец». Что нам делать? Можем ли мы как-то про-
гнозировать действия игроков?  

Для анализа таких игр необходимо расширить само опреде-
ление игры, введя понятие смешанных стратегий. «Физический 
смысл» этого понятия следующий. Пусть у каждого игрока есть 
генератор случайных чисел, определяющий ему, какую из страте-
гий ему следует играть. Так, при наличии двух стратегий человек 
может подбрасывать монетку: вероятность того, что он сыграет 
каждую стратегию, равна 50%. Если стратегий, например, ровно 
шесть, то игроку удобно прибегнуть к бросанию костей, и так 
далее. Другим игрокам известна вероятность выпадения той или 
иной стратегии, однако наблюдать конкретную реализацию на 
момент принятия решения они не могут.  

В этом случае мы говорим, что игрок i пользуется смешанной 
стратегией. Стратегия игрока – определить, с какой вероятно-
стью он должен играть каждую из своих «исходных» стратегий 
из множества ௜ܵ («чистые стратегии»). Чистая стратегия – част-
ный случай смешанной стратегии, в котором один из элементов 

௜ܵ играется с вероятностью 100%. При построении смешанного 
расширения исходной игры предполагается, что игрок имеет воз-
можность предоставить выбор чистой стратегии (или действия) 
воле случая, но при этом контролировать вероятность, с которой 
реализуется та или иная чистая стратегия.  

Как формально описать множество смешанных стратегий иг-
рока? По сути, смешанная стратегия – это распределение вероят-
ностей на множестве чистых стратегий. В качестве примера вер-
немся к игре «Камень-ножницы-бумага»: у каждого игрока всего 
три чистых стратегии. Если ݌ଵ– вероятность, с которой играется 
«камень», а ݌ଶ и ݌ଷ – вероятности для «ножниц» и «бумаги», со-
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ответственно, то ݌௜ ≥ 0 для i = 1, 2, 3 и ݌ଵ ൅ ଶ݌ ൅ ଷ݌ ൌ 1. Множе-
ство всех наборов ሺ݌ଵ, ,ଶ݌ -ଷሻ, удовлетворяющих указанному тре݌
бованию, называется двумерным симплексом. 

Определение 4.1. Пусть ܰ– натуральное число. Тогда сим-

плекс размерностью ܰ	 െ 	1	есть множество ∆ேିଵ⊂ ܴேିଵ,  

такое, что для всех ሺ݌ଵ, … , ேሻ݌ ∈ ∆ேିଵ выполнено:  

෍݌௜

ேିଵ

௜ୀଵ

ൌ 1, ௜݌	 ൒ 0. 

Обратим внимание, что ሺܰ െ 1ሻ-мерный симплекс описывает 
все возможные распределения вероятностей на множестве из ܰ 
элементов. Размерность ܰ െ 1 на единицу меньше ܰ из-за огра-
ничения ݌ଵ ൅ ⋯൅ ே݌ ൌ 1. Таким образом, мы можем задать для 
каждого игрока множество всех его смешанных стратегий.  

Определение 4.2. Пусть ߁ ൌ ,ܫۦ ܵ, -конечная игра. Назо – ۧݑ

вем ߑ௜ ൌ  ௌ೔|ିଵ множеством смешанных стратегий игрока|߂

i, ߑ ൌ ∏ ௜ߑ
ே
௜ୀଵ  – множеством смешанных стратегий в игре. 

Пусть ିߑ௜ ൌ ∏ ௝௝ஷ௜ߑ  . Элементы		ߪ௜ ∈ ௜ିߪ ,௜ߑ ∈ -௜ называିߑ

ются смешанными стратегиями и профилями смешанных 
стратегий. 

Теперь для того, чтобы полностью сформулировать опреде-
ление смешанного расширения игры, нам осталось определить 
выигрыши игроков при использовании смешанных стратегий. 
Так как исходы розыгрыша стратегий носят случайный характер, 
интуиция подсказывает нам, что необходимо в качестве оценки 
эффективности смешанной стратегии каждого игрока брать ма-
тематическое ожидание его выигрыша. Важное допущение здесь 
заключается в том, что везде, если иное не оговаривается особо, 
считаем действия любых различных игроков независимыми слу-
чайными событиями. 
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Пусть ݏ	 ൌ 	ሺݏଵ, … , -про –ߪ ,ேሻ – профиль чистых стратегийݏ
филь смешанных стратегий, в котором игрок ݅ играет чистую 

стратегию ݏ௜ с вероятностью ݌ఙ೔	ሺݏ௜ሻ. Тогда вероятность того, что 

при профиле смешанных стратегий ߪ будет сыгран профиль чи-
стых стратегий ݏ будет равна: 

ሻݏሺ	஢݌ ൌෑ݌஢೔	ሺݏ௜ሻ

ே

௜ୀଵ

. 

Отсюда получаем выражение для математического ожидания 
выигрыша игрока в зависимости от профиля смешанных страте-
гий: 

ሺσሻ	௜ݑ ൌ ,ሺσ௜	௜ݑ σି௜ሻ ൌෑ݌஢	ሺݏሻݑ௜	ሺݏሻ
ே

௦∈ௌ

. 

Теперь мы готовы дать формальное определение смешанного 
расширения игры и смешанного равновесия (равновесия в сме-
шанных стратегиях). 

Определение 4.3. Пусть ߁ ൌ ,ܫۦ ܵ, -конечная игра в нор – ۧݑ
мальной форме. Назовем игру ܩ ൌ ,ܫۦ ,ߑ -смешанным рас ۧݑ
ширением игры Г. Равновесием в смешанных стратегиях в 
игре Г называется равновесие Нэша в ее смешанном расши-
рении. 

В этом определении, ݑ обозначает как функцию полезности в 
игре как с чистыми стратегиями, так и со смешанными стратеги-
ями. В этом нет противоречия, так как мы уже выяснили, что 
каждая чистая стратегия является частным случаем смешанной. 

Сейчас читатель, вероятно, может задать вопрос – а зачем, 
собственно, мы проделали всю эту работу по введению и форма-
лизации понятия смешанного расширения конечной игры? На 
самом деле, смешанное расширение играет центральную роль в 
теории игр. Как мы помним из предыдущих рассуждений и при-



27 

меров, равновесий Нэша в чистых стратегиях в конечных играх 
может не существовать – причем даже в таких простых, как мо-
дель «покупатель-продавец». А вот смешанное равновесие в ко-
нечных играх существует всегда – это нам гарантирует теорема, 
доказанная Джоном Нэшем в 1950 году и носящая его имя. 

Теорема 4.1 (Нэш). Пусть ߁ – конечная игра. Тогда в ней 
существует равновесие в смешанных стратегиях. 

Эта теорема – один из наиболее важных результатов в совре-
менной науке об обществе. Она означает, что равновесие Нэша 
является универсальным инструментом, который можно исполь-
зовать для анализа любого игрового взаимодействия с конечным 
числом игроков и стратегий. 

Пример 4.1. Рассмотрим пример задачи на поиск смешанно-
го равновесия («Теннисисты», Захаров, 2010). В финал крупного 
турнира вышли два теннисиста – Роджер Федерер и Рафэль 
Надаль. В решающем гейме Федерер стоит на задней линии и со-
бирается отбить мяч, посланный ему Надалем. Федереру необхо-
димо принять решение, в какую сторону ему отбить мяч: направо 
вдоль края корта (DL) или налево наискосок (CC). В свою оче-
редь, Надаль пытается угадать направление, в котором полетит 
мяч. Он также может побежать отбивать подачу прямо, вдоль 
края корта (DL) или наискосок налево (CC).  

Квалификация обоих игроков примерно одинаковая, они оба 
являются лучшими в своем деле. Пока Федерер не ударит, Надаль 
не побежит отбивать, иначе Федерер ударит в другую сторону и 
выиграет гейм. Но если Надаль будет ждать, пока Федерер нане-
сет удар, то он тоже проиграет, так как удары в профессиональ-
ном теннисе очень сильные и практически «не берущиеся».  
Таким образом, оба игрока одновременно решают, что им делать. 
При этом множества чистых стратегий у обоих игроков состоят 
из двух элементов: ଵܵ ൌ ܵଶ ൌ ሼܥܥ, ;ሽ~ሼ1ܮܦ 2ሽ. 

При игре профессионалов столь высокого и при этом почти 
равного уровня многое решается волею случая. В качестве оцен-
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ки выигрыша каждого из игроков можно взять вероятность его 
выигрыша в случае использования ими фиксированных стратегий 
удара: выигрыш Федерера равен вероятности того, что он выиг-
рает розыгрыш, выигрыш Надаля равен вероятности того, что 
этого не случится. Сумма выигрышей обоих игроков равна еди-
нице при любом профиле стратегий. Обратите внимание, что эта 
игра формально не является антагонистической, однако, записы-
вая матрицы выигрышей в такой игре, для каждого профиля 
стратегий достаточно указать только полезность первого игрока. 
Такие игры называются играми с постоянной суммой, их свой-
ства почти полностью аналогичны свойствам антагонистических 
игр. Эти классы игровых моделей эквивалентны с точностью до 
добавления константы, равной половине суммы игры. Действи-
тельно, если из обеих матриц вычесть сумму игры, деленную на 
два, преобразованная игра будет антагонистической (проверьте 
это самостоятельно!). 

Вернемся к теннисистам. Условно запишем их матрицы вы-
игрышей в следующем виде: 

ܣ ൌ ቀ0,5 0,8
0,9 0,2

ቁ ܤ				 ൌ ቀ0,5 0,2
0,1 0,8

ቁ.	 

Если Надаль правильно угадывает направление удара, то он 
имеет хорошие шансы отбить мяч, и очень хорошие, если Феде-
рер бьет наискосок. Но если Надаль не угадывает, то вероятность 
того, что он сумеет «догнать» мяч и спасти игру, невелика.  

Наша задача – найти все смешанные равновесия в этой игре. 
Как нам уже известно, равновесия в чистых стратегиях являются 
частным случаем равновесий в смешанных стратегиях, поэтому 
начнем решение задачи с их поиска. Отметим в первой матрице 
наибольшие элементы в каждом столбце, а во второй – наиболь-
шие в каждой строке: 

ܣ ൌ ቀ0,5 ૙, ૡ
૙, ૢ 0,2

ቁ ܤ			 ൌ ቀ૙, ૞ 0,2
0,1 ૙, ૡ

ቁ.	 
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Как видим, совпадающих элементов нет – значит, в чистых 
стратегиях равновесий нет. Найдем равновесия в смешанных 
стратегиях, используя метод функций наилучших ответов. Для 
этого найдем функции ожидаемого выигрыша для каждого из 
игроков: 

	 ݍ 1 െ ݍ
݌

1 െ ݌ ቀ0,5 0,8
0,9 0,2

ቁ
, 

	 ݍ 1 െ ݍ
݌

1 െ ݌ ቀ0,5 0,2
0,1 0,8

ቁ
, 

,݌஺ሺݑ ሻݍ ൌ ݍ݌0,5 ൅ 0,9ሺ1 െ ݍሻ݌ ൅ ሺ1݌0,8 െ ሻݍ ൅ 

൅0,2ሺ1 െ ሻሺ1݌ െ  ,ሻݍ

,݌஻ሺݑ ሻݍ ൌ ݍ݌0,5 ൅ 0,1ሺ1 െ ݍሻ݌ ൅ ሺ1݌0,2 െ ሻݍ ൅ 

൅0,8ሺ1 െ ሻሺ1݌ െ  .ሻݍ

Чтобы построить функции наилучшего ответа, найдем про-
изводную каждой из этих функций по «своей» переменной: 

డ

డ௣
,݌஺ሺݑ ሻݍ ൌ ݍ0,5 െ ݍ0,9 ൅ 0,8ሺ1 െ ሻݍ െ 0,2ሺ1 െ ሻݍ ൌ 0,6 െ  ,ݍ

డ

డ௤
,݌஻ሺݑ ሻݍ ൌ ݌0,5 ൅ 0,1ሺ1 െ ሻ݌ െ ݌0,2 െ 0,8ሺ1 െ ሻ݌ ൌ െ0,7 ൅  .݌

Так как функция ݑ஺ሺ݌,  ሻ является линейной по каждой изݍ
переменных, то наилучший ответ первого игрока (Надаля) на 
смешанную стратегию ݍ второго игрока (Федерера) – это либо 0 

(если 
డ

డ௣
,݌஺ሺݑ ሻݍ ൏ 0), либо 1 (если 

డ

డ௣
,݌஺ሺݑ ሻݍ ൐ 0), либо весь 

отрезок ሾ0,1ሿ – так как если 
డ

డ௣
,݌஺ሺݑ ሻݍ ൌ 0, то функция ожидае-

мого выигрыша первого игрока является константой и любая 
смешанная стратегия дает ему один и тот же выигрыш (он же и 
максимальный). Таким образом:  
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ሻݍሺ∗݌ ൌ ൝
0; если	ݍ ൐ 0,6

ሾ0,1ሿ; если	ݍ ൌ 0.6
1; если	ݍ ൏ 0,6

. 

Аналогично получаем функцию наилучших ответов для вто-
рого игрока: 

ሻ݌ሺ∗ݍ ൌ ൝
0; если	݌ ൏ 0,7

ሾ0,1ሿ; если	݌ ൌ 0,7.
1; если	݌ ൐ 0,7

 

Изобразим эти функции на одной координатной плоскости. 

 

Рисунок 4.1 – Графики наилучших ответов игроков в задаче  
«Теннисисты» (сплошная линия – Федерер, пунктирная – Надаль) 

Графики функций наилучшего ответа имеют лишь одну об-
щую точку – ሺ݌, ሻݍ ൌ ሺ0,6; 0,7ሻ. Эта точка и дает нам равновесие 
в смешанных стратегиях в исследуемой игре. В итоге смешанное 
равновесие в рассматриваемой игре: 

ሺ݌଴, ଴ሻݍ ൌ ൫ሺ0,6; 0,4ሻ; ሺ0,7; 0,3ሻ൯. 
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Исследуем свойство смешанных расширений биматричных 

игр задаваемых матрицами ܣ ൌ ൫ܽ௜௝൯௠ൈ௡
 и ܤ ൌ ൫ܾ௜௝൯௠ൈ௡

. Сме-

шанные стратегии игроков здесь такие же, как и раньше: ݌ ∈ ܲ; 
ݍ ∈ ܳ, где ܲ и ܳ – симплексы размерностей ݉ െ 1 и ݊ െ 1 соот-
ветственно. Ожидаемые выигрыши игроков имеют вид: 

,݌ሺܣ ሻݍ ൌ෍෍݌௜ܽ௜௝ݍ௝

௡

௝ୀଵ

௠

௜ୀଵ

, 

,݌ሺܤ ሻݍ ൌ෍෍݌௜ܾ௜௝ݍ௝

௡

௝ୀଵ

௠

௜ୀଵ

. 

По теореме Нэша в игре существует ситуация равновесия в 
смешанных стратегиях ሺ݌଴, -଴ሻ. Для этого равновесия по опредеݍ
лению выполнены неравенства: 

,݌ሺܣ ଴ሻݍ ൑ ,଴݌ሺܣ ݌∀଴ሻݍ ∈ ܲ, 

,଴݌ሺܤ ሻݍ ൑ ,଴݌ሺܤ ݍ∀଴ሻݍ ∈ ܳ. 

Лемма 4.1. Для того чтобы ситуация ሺ݌଴, -଴ሻ была ситуаݍ
цией равновесия в смешанных стратегиях биматричной игры Г, 
необходимо и достаточно, чтобы было выполнено условие: 

൜
,ሺ݅ܣ ଴ሻݍ ൑ ,଴݌ሺܣ ,଴ሻݍ 	݅ ൌ 1,… ,݉ 
,଴݌ሺܤ ݆ሻ ൑ ,଴݌ሺܤ ,଴ሻݍ 	݆ ൌ 1,… , ݊

. 

Доказательство леммы  

→ Пусть ሺ݌଴, ,݌ሺܣ	଴ሻ − ситуация равновесия. Тогдаݍ ଴ሻݍ ൑

,଴݌ሺܣ .଴ሻݍ 	Полагая ݌	 ൌ 	ሺ0, 	 … 0, 	1, 	0, 	 … , 	0ሻ, получим неравен-
ства условия леммы для матрицы A. Аналогично выводятся нера-
венства для матрицы B. 

← Пусть ситуация ሺ݌଴,  .଴ሻ удовлетворяет условию леммыݍ
Возьмем произвольную смешанную стратегию p первого игрока, 
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домножим неравенства ܣሺ݅, ଴ሻݍ ൑ ,଴݌ሺܣ   .௜ и сложим их݌ ଴ሻ наݍ
В результате получим неравенство ܣሺ݌, ଴ሻݍ ൑ ,଴݌ሺܣ -଴ሻ. Для втоݍ
рой матрицы – аналогично. ∎ 

Из доказанной леммы следует одно из важнейших свойств 
смешанных равновесий – Условие дополняющей нежесткости9. 

Теорема 4.2. Пусть ሺ݌଴, -଴ሻ − ситуация равновесия в смеݍ
шанных стратегиях биматричной игры. Тогда: 

1. Если ݌௜
଴ ൐ 0, то ܣሺ݅, ଴ሻݍ ൌ ,଴݌ሺܣ  .଴ሻݍ

2. Если ݍ௝
଴ ൐ 0, то ܤሺ݌଴, ݆ሻ ൌ ,଴݌ሺܤ  .଴ሻݍ

Следствие. Пусть ሺ݌଴, -଴ሻ − ситуация равновесия в смешанݍ
ных стратегиях биматричной игры. Тогда: 

1. Если ܣሺ݅, ଴ሻݍ ൏ ,଴݌ሺܣ ௜݌ ଴ሻ, тоݍ
଴ ൌ 0. 

2. Если ܤሺ݌଴, ݆ሻ ൏ ,଴݌ሺܤ ௝ݍ ଴ሻ, тоݍ
଴ ൌ 0. 

Поясним выражение «дополняющая нежесткость», заимство-
ванное из теории двойственности линейного программирования. 
Поставим в соответствие неравенству ܣሺ݅, ଴ሻݍ ൑ ,଴݌ሺܣ  ଴ሻ изݍ
условия леммы неравенство ݌௜

଴ ൐ 0 с тем же номером. Тогда если 
одно из этих неравенств выполнено строго («нежестко»), то по 
теореме соответствующее неравенство выполнено как равенство 
(«жестко»). 

Все это можно записать в следующей краткой форме: для 
решения ሺ݌଴,  и ܣ ଴ሻ в смешанных стратегиях игры с матрицамиݍ
 :справедливы равенства ܤ

௜݌
଴൫ܣሺ݅, ଴ሻݍ െ ,଴݌ሺܣ ଴ሻ൯ݍ ൌ ௝ݍ

଴൫ܤሺ݌଴, ݆ሻ െ ,଴݌ሺܤ ଴ሻ൯ݍ ൌ 0, 

݅ ൌ 1,… ,݉; ݆ ൌ 1,… , ݊. 

—————— 
9 «Complementary slackness condition». 
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Теорема 4.3. Для того, чтобы ситуация ሺ݌଴, -଴ሻ была ситуݍ
ацией равновесия в смешанных стратегиях биматричной игры ߁, 

необходимо и достаточно, чтобы нашлись множества ܺ଴ ⊆ ܺ, 

ܻ଴ ⊆ ܻ и числа ݒଵ, ݒଶ, для которых выполнены условия:  

a൞

∑ ܽ௜௝ݍ௝
଴ ൌ ݅∀	ଵݒ ∈ ܺ଴௝∈௒బ

∑ ܽ௜௝ݍ௝
଴ ൑ ݅∀	ଵݒ ∉ ܺ଴௝∈௒బ

∑ ௝ݍ
଴ ൌ 1, ௝ݍ

଴ ൒ 0௝∈௒బ

   и   ൞

∑ ௜݌
଴ܾ௜௝ ൌ ݆∀	ଶݒ ∈ ܻ଴௜∈௑బ

∑ ௜݌
଴ܾ௜௝ ൑ ݆∀	ଶݒ ∉ ܻ଴௜∈௑బ

∑ ௜݌
଴ ൌ 1௜∈௑బ , ௜݌

଴ ൒ 0

. 

В чем смысл теоремы 4.3? Она позволяет (в перспективе) 
свести поиск равновесий в смешанных стратегиях к решению си-
стем линейных уравнений и неравенств. Проблема в том, что 

множества ܺ଴, ܻ଴ заранее не известны. В общем случае необхо-

дим перебор всевозможных подмножеств множеств ܺ, ܻ. Однако 
в случае небольшой размерности игры (т.е. малого количества 
стратегий у игроков) это может быть действенным методом ре-
шения игры. 

Теорема 4.4. В любой биматричной игре для некоторой си-

туации равновесия ሺ݌଴,  ଴ሻ в смешанных стратегиях найдутсяݍ
такие множества ܺ଴ ⊆ ܺ, ܻ଴ ⊆ ܻ и числа ݒଵ, ݒଶ, для которых 

выполнены условия теоремы 2 и |ܺ଴| ൌ |ܻ଴|. 

Эта теорема позволяет свести поиск равновесия к перебору 

квадратных подматриц ̅ܣ ൌ ൫ܽ௜௝൯௜∈௑బ;௝∈௒బ  и ܤത ൌ ൫ܾ௜௝൯௜∈௑బ;௝∈௒బ  

и решению соответствующих систем из условий теоремы 4.3. 
Вообще говоря, производя перебор квадратных подматриц, мы 
найдем только часть равновесий. Существует условие, связанное 
с линейной независимостью строк матрицы A и столбцов 
матрицы B (условие общности положения матриц, см. Васин, 
Морозов (2005, с. 105–106), которое гарантирует, что любому 

равновесию соответствуют множества ܺ଴ и ܻ଴ одинакового 
размера, однако оно весьма трудно для проверки в случае матриц 
выигрыша большого размера. 
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Рассмотрим метод решения игр, в которых каждый игрок 
имеет только две стратегии. Это так называемые 2×2-игры: 

ܣ ൌ ቀ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

ቁ ܤ						 ൌ ൬
ܾଵଵ ܾଵଶ
ܾଶଵ ܾଶଶ

൰. 

Для первого игрока система из теоремы 2 примет вид: 

   


































10

11

1

0,0

1
1

122121112111

12

21

21

1
222121

1
212111

q

qaqaqaqa

qq

qq

qq

vqaqa

vqaqa

. 

Получив из третьего уравнения выражение для ݍଶ в зависи-
мости от ݍଵ и исключив из системы ݒଵ, можно перейти к един-
ственному уравнению от одной переменной ݍଵ. Ему можно без 
труда придать графическую интерпретацию. 

 

Рисунок 4.2 – Графическая интерпретация метода поиска  
смешанных равновесий для 2×2-биматричных игр 

Решение этого уравнения (и, соответственно, всей исходной 
системы) существует, когда ݊݃݅ݏሺܽଶଶ െ ܽଵଶሻ ൌ ሺܽଵଵ݊݃݅ݏ െ ܽଶଵሻ. 
При выполнении этого условия решение можно выписать в виде: 

ଵݍ ൌ
ܽଶଶ െ ܽଵଶ

ܽଵଵ െ ܽଶଵ െ ܽଶଶ ൅ ܽଵଶ
, ଶݍ	 ൌ

ܽଵଵ െ ܽଶଵ
ܽଵଵ െ ܽଶଵ െ ܽଶଶ ൅ ܽଵଶ

. 

Для второго игрока проводятся аналогичные расчеты, откуда 
получаются его стратегии в равновесии: 



35 

ଵ݌ ൌ
ܾଶଶ െ ܾଵଶ

ܾଵଵ െ ܾଶଵ െ ܾଶଶ ൅ ܾଵଶ
, ଶݍ	 ൌ

ܾଵଵ െ ܾଶଵ
ܾଵଵ െ ܾଶଵ െ ܾଶଶ ൅ ܾଵଶ

. 

Проиллюстрируем работу алгоритма для игр с матрицами 
размеров 2×n: 

ܣ ൌ ቀ
ܽଵଵ … ܽଵଶ
ܽଶଵ … ܽଶଶ

ቁ ܤ					 ൌ ൬
ܾଵଵ … ܾଵଶ
ܾଶଵ … ܾଶଶ

൰. 

В данном случае смешанная стратегия первого игрока  

имеет вид ݌	 ൌ ሺ݌ଵ, 	1 െ ଵ݌ ଵሻ, где݌ ∈ ሾ0,1ሿ. Перебирать нужно 
2×2-подматрицы. Каждая из них задается номерами двух столб-
цов ݆ଵ, ݆ଶ. Для выбранных ݆ଵ, ݆ଶ запишем систему из теоремы 4.3. 

ଵ݌
଴ܾଵ௝భ ൅ ሺ1 െ ଵ݌

଴ሻܾଶ௝భ ൌ  ,ଶ ݒ

ଵ݌
଴ܾଵ௝మ ൅ ሺ1 െ ଵ݌

଴ሻܾଶ௝మ ൌ  ,ଶ ݒ

ଵ݌
଴ܾଵ௝ ൅ ሺ1 െ ଵ݌

଴ሻܾଶ௝ ൑ ݆∀ଶ ݒ ് ݆ଵ, ݆ଶ; ଵ݌
଴ ∈ ሾ0,1ሿ. 

4.1

Если эта система несовместна, то перейдем к другой паре 
݆ଵ, ݆ଶ. Если решение системы существует, то рассмотрим систему 

ଵ௝భܽ∗ݍ ൅ ሺ1 െ ሻܽଶ௝మ∗ݍ ൌ  ଵ ݒ

ଶ௝భܽ∗ݍ ൅ ሺ1 െ ሻܽଶ௝మ∗ݍ ൌ ;ଵ ݒ ݍ
∗ ∈ ሾ0,1ሿ. 

4.2

Пусть у системы 4.2 также существует решение (в ином слу-
чае переходим к другой паре). Определим стратегию: 

:଴ݍ ௝ݍ
଴ ൌ ൝

,∗ݍ 	݆ ൌ ݆ଵ
1 െ ,∗ݍ 	݆ ൌ ݆ଶ
0, ݆ ് ݆ଵ, ݆ଶ

. 

Тогда ситуация ሺ݌଴,  ଴ሻ будет смешанным равновесием Нэшаݍ
в исходной игре. 

Предлагаемому алгоритму можно дать геометрическую ин-
терпретацию. На отрезке ݌ଵ ∈ ሾ0,1ሿ строим прямые ௝݈ሺ݌ଵሻ ൌ

ଵ݌
଴ܾଵ௝ ൅ ሺ1 െ ଵ݌

଴ሻܾଶ௝, ݆	 ൌ 	1, 	 … , 	݊. Точки излома верхней огиба-

ющей семейства прямых ௝݈ соответствуют парам ݆ଵ, ݆ଶ, для кото-

рых существует решение системы 4.1. Последовательно переби-
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раем точки верхней огибающей и решаем систему уравнений  
из 4.2 с проверкой неравенств на ݍ. 

Пример 4.2. Рассмотрим пример с игрой в теннис (при-
мер 4.1), и решим его с помощью графического метода. Пусть в 
арсенале у Федерера есть еще один удар: Lob («свеча»). Матрица 
его выигрыша игры теперь имеет следующий вид:  

ܣ ൌ ൭
0,5 0,8
0,9 0,2
0,7 0,6

൱. 

На рисунке 4.3 показано, как выигрыш Федерера зависит от 
смешанной стратегии Надаля ݍ для каждой из трех чистых стра-
тегий Федерера, где q, как и раньше, есть вероятность того, что 
Надаль сыграет DL. Жирная ломаная линия – верхняя огибаю-
щая– показывает максимальную полезность, которую может по-
лучить Федерер, в зависимости от стратегии Надаля.  

 

Рисунок 4.3 – Максимальная полезность,  
которую может получить Федерер,  
в зависимости от стратегии Надаля 

На рисунке показано, как выигрыш Надаля зависит от сме-
шанной стратегии Федерера ݌ для каждой из трех чистых страте-
гий Надаля. Жирная ломаная линия – нижняя огибающая – пока-
зывает минимальные потери, которые может понести Надаль в 
зависимости от стратегии Федерера. По этому графику можно 
построить функцию наилучшего ответа Федерера: если ݍ ൏ 0.5, 
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то Федерер играет DL, если ݍ ൌ 0.5 – то смешанную стратегию, в 
которой используются с любыми ненулевыми вероятностями DL 

и Lob, если ݍ ∈ ሺ
ଵ

ଶ
,
ଶ

ଷ
ሻ, то Lob, если ݍ ൌ

ଶ

ଷ
 – то смешанную страте-

гию, в которой используются с любыми ненулевыми вероятно-

стями Lob и CC, если ݍ ൐
ଶ

ଷ
	– то CC. 

Так как эта игра является антагонистической, то в равновесии 
стратегия Надаля должна минимизировать максимальную полез-
ность Федерера. Действительно, предположим, что в равновесии 
ݍ ് 	0.5. Тогда (предполагая равновесие) выигрыш Федерера бу-
дет максимальным для данного ݍ. Но это означает, что Надаль 
может увеличить свой выигрыш, выбрав стратегию ݍ∗ ൌ 0.5. Та-
ким образом, ݍ∗ ൌ 0.5. Нам остается найти вероятности, с кото-
рыми Федерер играет DL и Lob.  

 
Рисунок 4.4 – Минимальные потери, 

 которые может понести Надаль в зависимости  
от стратегии Федерера 

Рисунок 4.4 показывает выигрыш Федерера и Надаля в зави-
симости от вероятности ݌, с которой Федерер играет Lob, при 
разных чистых стратегиях Надаля. Жирная линия показывает ми-
нимальный выигрыш Федерера (и, соответственно, максималь-
ный выигрыш Надаля) в зависимости от ݌. Из графика видно, что 

݌ ൌ
ଷ

ସ
. 

p 



38 

5. Биматричные игры. Доминирование.  
Процедура последовательного исключения стратегий 

Исследуем свойство смешанных расширений биматричных 
игр, задаваемых матрицами ܣ и ܤ. Мы уже убедились в том, что 
все свойства чистых стратегий могут быть обобщены на случай 
смешанных стратегий. При этом не обсужденным остался вопрос 
доминирования. Оказывается, что мы можем обобщить понятие 
доминирования и на случай смешанных стратегий. Однако для 
этого нам потребуется сначала уточнить само понятие доминиро-
вания. Приведем ряд таких «уточняющих» определений. 

Определение 5.1. Стратегия первого игрока ݅ строго доми-

нирует стратегию ݃ (݅ ≻ ݃) на множестве ܳଶ ⊆ ܵଶ, если 

ܽ௜௝ ൐ ܽ௚௝ для ∀݆ ∈ ܳଶ  

Определение 5.2. Стратегия первого игрока ݅ слабо доми-

нирует стратегию ݃ (݅ ≽ ݃) на множестве ܳଶ ⊆ ܵଶ, если 

ܽ௜௝ ൒ ܽ௚௝ для ∀݆ ∈ ܳଶ 

Определение 5.3. Стратегия второго игрока ݆ строго доми-

нирует стратегию ݃ (݆ ≻ ݃) на множестве ܳଵ ⊆ ܵଵ, если 

ܾ௜௝ ൐ ܾ௜௚ для ∀݅ ∈ ܳଵ  

Определение 5.4. Стратегия второго игрока ݆ слабо доми-

нирует стратегию ݃ (݆ ≽ ݃) на множестве ܳଵ ⊆ ܵଵ, если 

ܾ௜௝ ൒ ܾ௜௚ для ∀݅ ∈ ܳଵ 

Определим процедуру последовательного исключения 
строго доминируемых стратегий. Эта процедура состоит в  
построении последовательности вложенных множеств ܳ௟

௔,	
݈ ൌ 1,… , ݇, где ܵ௔ ൌ ܳଵ

௔ ⊇ ܳଶ
௔ ⊇ ⋯ ⊇ ܳ௞

௔ ൌ ܵ̅௔, причем для любо-

го ݈ ൌ 1,… , ݇: ∀݃ ∈ ܳ௟
ଵ\ܳ௟ାଵ

ଵ ∃݅ ∈ ܳ௟ାଵ
ଵ : ݅ ≻ ݃ на множестве ܳ௟

ଶ, и 

∀݃ ∈ ܳ௟
ଶ\ܳ௟ାଵ

ଶ ∃݆ ∈ ܳ௟ାଵ
ଶ : ݆ ≻ ݃ на множестве ܳ௟

ଶ. 
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Шаг 1. Ищем пары стратегий ݅, 	݃, такие что ܽ௜௝ ൐ ܽ௚௝ для 

∀݆ ∈ ܳଶ. Вычеркиваем все такие ݃ в обеих матрицах. Аналогично 
ищем столбцы в матрице второго игрока, где ܾ௜௝ ൐ ܾ௜௚ для 

∀݅ ∈ ܳଵ. Вычеркиваем все такие столбцы из обеих матриц. 

Шаг 2. Мы получили редуцированные матрицы. Новое мно-

жество строк  ܳଵ
ଶ, новое множество столбцов  ܳଶ

ଶ. Может полу-
читься так, что в редуцированных матрицах окажутся новые до-
минируемые строки и столбцы. Вычеркиваем их и переходим к 
следующему шагу. 

Пусть ܵ̅௔– пределы последовательностей ܳଵ
௔ ⊇ ܳଶ

௔ ⊇ ⋯, 
ܽ ൌ 1,2. Тогда игра разрешима по доминированию, если каждое 

множество ܵ̅௔ состоит из одного элемента	̅ݏ௔, а профиль страте-

гий ൫̅ݏଵ, -ଶ൯ называется решением игры по доминированию (равݏ̅	

новесие в доминирующих стратегиях). 

Определение 5.5. Множество ܵ̅ ൌ ܵ̅ଵ ൈ ܵ̅ଶ строго доминиру-
ет множество ܵ (ܵ̅ ≻ ܵ), если оно получено из множества ܵ 
последовательным исключением строго доминируемых 
стратегий 

Определение 5.6. Множество ܵ̅ ൌ ܵ̅ଵ ൈ ܵ̅ଶ слабо доминирует 
множество ܵ (ܵ̅ ≻ ܵ), если оно получено из множества ܵ 
последовательным исключением строго доминируемых 
стратегий. 

Если на каждом следующем этапе мы удаляем сильно доми-
нируемые стратегии, то порядок их удаления не влияет на итого-
вый результат. Например, если на первом шаге мы удалим доми-
нируемые стратегии игрока 1, а на втором шаге– доминируемые 
стратегии игрока 2, то от перемены порядка, в котором удаляют-
ся доминируемые стратегии игроков, результат не изменится. Мы 
также получим тот же результат, если на одном шаге удалим до-
минируемые стратегии сразу нескольких (или даже всех) игро-
ков. Однако, если мы удаляем не только сильно доминируемые, 
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но и слабо доминируемые стратегии, то порядок удаления может 
быть важен. 

Теперь определим понятие доминирования в смешанных 
стратегиях. Обозначим ௣݂

ଵሺ݆ሻ ൌ ∑ ௜ܽ௜௝݌
௠
௜ୀଵ  – ожидаемый выигрыш 

игрока 1, если он использует смешанную стратегию ݌, а второй 
игрок – чистую стратегию ݆.  

Определение 5.7. Смешанная стратегия ݌ строго доминиру-
ет чистую стратегию ݅ на множестве ܵ̅ଶ ⊂ ܵଶ, если 

௣݂
ଵሺ݆ሻ ൐ ܽ௜௝ ∀݆ ∈ ܵ̅ଶ 

Определение 5.8. Смешанная стратегия ݌ слабо доминирует 
чистую стратегию ݅ на множестве ܵ̅ଶ ⊂ ܵଶ, если ௣݂

ଵሺ݆ሻ ൒

ܽ௜௝ ∀݆ ∈ ܵ̅ଶ 

Пример 5.1. Рассмотрим пример. Пусть выигрыши игроков 
задаются следующими матрицами: 

4 0 2 4 4 4

4 1 7 1 3 1

5 3 0 4 2 1

A B

   
         
        

. 

Найдем в каждом столбце первой матрицы максимальный 
элемент. Если максимум единственный и стоит в некоторой стро-
ке, то она не может быть доминируемой. Следовательно, доми-
нируемой может быть только первая строка. Возьмем вторую и 
третью строки с коэффициентами ½ – такая комбинация домини-
рует первую строку! Это означает, что смешанная стратегия вида 

݌ ൌ ቀ0,
ଵ

ଶ
,
ଵ

ଶ
ቁ строго доминирует чистую стратегию 1. Это означает, 

что, скорее всего, в смешанном равновесии первому игроку будет 
невыгодно играть с любой ненулевой вероятностью его первую 
стратегию. Такие рассуждения приводят нас к необходимости по-
строения для смешанных стратегий процедуры, аналогичной про-
цедуре последовательного исключения доминируемых стратегий. 
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Определение 5.9. Множество ситуаций ܵ̅ ൌ ܵ̅ଵ ൈ ܵ̅ଶ строго 
доминирует другое множество ситуаций ܵ ൌ ܵଵ ൈ ܵଶ в 
смешанных стратегиях, если возможно с помощью процеду-
ры последовательного исключения строго доминируемых 
стратегий построить систему последовательных 
ний	ܵ̅ ൌ ܵ௞ ⊂ ܵ௞ିଵ ⊂ ⋯ ⊂ ଵܵ ൌ ܵ , где: ௟ܵ ൌ ௟ܵ

ଵ ൈ ௟ܵ
ଶ, и 

∀݅ ∈ ௟ܵ
ଵ\ ௟ܵାଵ

ଵ :݌∃	 ݌ ≻ ݅ на ௟ܵ
ଶ, ∀݆ ∈ ௟ܵ

ଵ\ ௟ܵାଵ
ଵ :ݍ∃	 ݍ ≻ ݆ н ௟ܵ

ଶ. 

Определение 5.10. Множество ситуаций ܵ̅ ൌ ܵ̅ଵ ൈ ܵ̅ଶ	 
слабо доминирует другое множество ситуаций ܵ ൌ ܵଵ ൈ ܵଶ 
в смешанных стратегиях, если возможно с помощью  
процедуры последовательного исключения слабо доминируе-
мых стратегий построить систему последовательных  
вложений		ܵ̅ ൌ ܵ௞ ⊂ ܵ௞ିଵ ⊂ ⋯ ⊂ ଵܵ ൌ ܵ, где: ௟ܵ ൌ ௟ܵ

ଵ ൈ ௟ܵ
ଶ и 

∀݅ ∈ ௟ܵ
ଵ\ ௟ܵାଵ

ଵ :݌∃	 ݌ ≽ ݅ на ௟ܵ
ଶ, ∀݆ ∈ ௟ܵ

ଵ\ ௟ܵାଵ
ଵ :ݍ∃	 ݍ ≽ ݆ н ௟ܵ

ଶ, 
кроме того, ݌௦ ൌ ݏ∀	0 ∉ ௟ܵାଵ

ଵ ௞ݍ	, ൌ 0	∀݇ ∉ ௟ܵାଵ
ଶ . 

Вернемся к рассмотренному примеру, в нем {2,3} {2,3} .S   

Следующая теорема позволяет нам связывать свойства смешан-
ных равновесий в исходной игре и в редуцированной, получен-
ной в результате последовательного исключения доминируемых 
стратегий. 

Теорема 5.1. 
1) Пусть множество ሚܵ ൌ ሚܵଵ ൈ ሚܵଶ ≻ ܵ (строго доминирует) 

в смешанных стратегиях. Тогда для любого равновесия Нэша 
ሺ݌, ݅∀:ሻ выполненоݍ ∉ ሚܵଵ	݌௜ ൌ 0, ∀݆ ∉ ሚܵଶ	ݍ௝ ൌ 0. 

2) Пусть ሚܵ ൌ ሚܵଵ ൈ ሚܵଶ ≽ ܵ (слабо доминирует) в смешанных 
стратегиях и ሺ̅݌,  -തሻ – равновесие Нэша в игре Γത с матрицаݍ

ми	൛൫ܽ௜௝൯, ൫ܾ௜௝൯; ݅ ∈ ሚܵଵ, ݆ ∈ ሚܵଶൟ. Пусть в исходной игре смешанные 

стратегии игроков ݌ и ݍ определены следующим образом: 

௜݌ ൌ ൜
,௜̅݌ ݅ ∈ ሚܵଵ

0, ݅ ∉ ሚܵଵ ௝ݍ        , ൌ ቊ
,ത௝ݍ ݆ ∈ ሚܵଶ

0, ݆ ∉ ሚܵଶ
. 

Тогда ሺ݌,  .ሻ – равновесие Нэша в исходной игре Γݍ
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Эта теорема позволяет нам использовать процесс последова-
тельного исключения доминируемых стратегий и для смешанно-
го доминирования. Действительно, из нее следует, что любая 
строго доминируемая стратегия используется в смешанном рав-
новесии с нулевой вероятностью. Это значит, что мы можем «вы-
бросить» соответствующую строку (если речь идет о первом иг-
роке) или столбец (если о втором) из обеих матриц выигрыша – и 
подобный «вандализм» никак не скажется на равновесии, так что 
мы можем перейти от поиска равновесий в исходной игре к «ре-
дуцированной», размерность которой будет меньше. Более того, 
после такого исключения стратегий уже в редуцированной игре 
могут оказаться доминируемые стратегии (которые в исходной, 
вообще говоря, могли таковыми и не быть!). Их также можно бу-
дет исключить, что дополнительно может снизить размерность 
задачи.  

Пример 5.2. Проиллюстрируем описанный процесс на при-
мере задачи о студенте и преподавателе. Перед началом занятия 
преподаватель может проверять (или не проверять) выполнение 
домашнего задания. У него есть три стратегии: ଵܵ – проверить 
выполнение ДЗ внимательно; ܵଶ – проверить наличие ДЗ; ܵଷ – не 
проверять ничего. Студент также имеет три стратегии:  

 домашнее задание не выполнять;  

 домашнее задание списать у соседа перед парой; 

 разобраться с задачей и выполнить ДЗ самому. 

Выигрыш студента определяется как разность поощрения 
преподавателя и своих временных затрат. Если студент не делает 
ДЗ, то его временные затраты нулевые; если списывает – то за-
траты 1 единица, если делает сам – затраты 4 единицы. В случае 
внимательной проверки за невыполненное ДЗ студент получает 
штраф в 5 единиц; за списанное ДЗ штраф в 10 единиц; а за вы-
полненное ДЗ бонус в 10 ед. При невнимательной проверке 
штраф в 5 единиц, и бонусы по 2 единицы в каждом из оставших-
ся случаев. Выпишем матрицу выигрыша студента: 
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ܣ ൌ ൭
െ5 െ5 0
െ11 1 െ1
6 െ2 െ4

൱. 

Выигрыш преподавателя задается следующей матрицей: 

ܤ ൌ ൭
8 6 0
10 െ1 0
0 െ1 1

൱. 

Попробуем найти равновесия в чистых стратегиях. Для этого 
в матрице студента находим максимальные элементы в каждом 
столбце, а в матрице преподавателя – в каждой строке: 

ܣ ൌ ൭
െ5 െ5 0
െ11 1 െ1
6 െ2 െ4

൱, 

ܤ ൌ ൭
8 6 0
10 െ1 0
0 െ1 1

൱. 

Как видим, совпадающих элементов нет – значит, в чистых 
стратегиях равновесий нет. Попробуем исключить какие-либо 
стратегии по строгому доминированию. В матрице студента это-
го сделать нельзя – в каждой строке стоит элемент, являющийся 
максимальным в своем столбце. Однако в матрице преподавателя 
второй столбец строго доминируется первым, значит, мы можем 
в обеих матрицах удалить второй столбец. 

መܣ ൌ ൭
െ5 0
െ11 െ1
6 െ4

൱, 

෠ܤ ൌ ൭
8 0
10 0
0 1

൱. 

Теперь в уже сокращенной матрице ܣመ вторая строка строго 
доминируемая – первая строка поэлементно больше ее. Следова-
тельно, теперь мы вычеркиваем в обеих матрицах вторую строку. 
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መܣ ൌ ቀെ5 0
6 െ4

ቁ  ܤ෠ ൌ ቀ8 0
0 1

ቁ. 

На этом процесс последовательного исключения доминируе-
мых стратегий завершен. Теперь найдем равновесия в смешанных 
стратегиях, используя метод функций наилучших ответов. Для 
этого найдем функции ожидаемого выигрыша для каждого из 
игроков 

	 ݍ 1 െ ݍ
݌

1 െ ݌ ቀെ5 0
6 െ4

ቁ
   

	 ݍ 1 െ ݍ
݌

1 െ ݌ ቀ8 0
0 1

ቁ
 

,݌஺ሺݑ ሻݍ ൌ െ5ݍ݌ ൅ 6ሺ1 െ ݍሻ݌ െ 4ሺ1 െ ሻሺ1݌ െ  ,ሻݍ

,݌஻ሺݑ ሻݍ ൌ ݍ݌8 ൅ ሺ1 െ ሻሺ1݌ െ  .ሻݍ

Чтобы построить функции наилучшего ответа, найдем про-
изводную каждой из этих функций по «своей» переменной: 

డ

డ௣
,݌஺ሺݑ ሻݍ ൌ െ5ݍ െ ݍ6 ൅ 4ሺ1 െ ሻݍ ൌ െ15ݍ ൅ 4, 

డ

డ௤
,݌஻ሺݑ ሻݍ ൌ ݌8 െ ሺ1 െ ሻ݌ ൌ ݌9 െ 1. 

Так как функция ݑ஺ሺ݌,  ሻ является линейной по каждой изݍ
переменных, то наилучший ответ первого игрока (студента) на 
смешанную стратегию ݍ второго игрока (преподавателя) – это 

либо 0 (если 
డ

డ௣
,݌஺ሺݑ ሻݍ ൏ 0), либо 1 (если 

డ

డ௣
,݌஺ሺݑ ሻݍ ൐ 0), либо 

весь отрезок ሾ0,1ሿ – так как если 
డ

డ௣
,݌஺ሺݑ ሻݍ ൌ 0, то функция ожи-

даемого выигрыша первого игрока является константой и любая 
смешанная стратегия дает ему один и тот же выигрыш (он же и 
максимальный). Таким образом,  

ሻݍ෤ሺ݌ ൌ

ە
۔

ۓ 0; если	ݍ ൐ 4
15ൗ

ሾ0,1ሿ; если	ݍ ൌ 4
15ൗ

1; если	ݍ ൏ 4
15ൗ
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Аналогично получаем функцию наилучших ответов для вто-
рого игрока: 

ሻ݌෤ሺݍ ൌ

ە
۔

ۓ 0; если	݌ ൏ 1
9ൗ

ሾ0,1ሿ; если	݌ ൌ 1
9ൗ

1; если	݌ ൐ 1
9ൗ

 

Изобразим эти функции на одной координатной плоскости: 

 

Рисунок 5.1 – Функции наилучшего ответа студента и преподавателя 

Графики функций наилучшего ответа имеют лишь одну об-

щую точку – ሺ݌, ሻݍ ൌ ቀଵ
ଽ
,
ସ

ଵହ
ቁ. Эта точка и дает нам равновесие в 

смешанных стратегиях в исходной игре. Осталось лишь вспом-
нить, что у каждого из игроков вторая стратегия является доми-
нируемой и в равновесии используется с нулевой вероятностью. 
Таким образом, ответ в задаче следующий: в исследуемой игре 
есть единственное равновесие в смешанных стратегиях:  

଴݌ ൌ ቀଵ
ଽ
, 0,

଼

ଽ
ቁ, ݍ଴ ൌ ቀ ସ

ଵହ
, 0,

ଵଵ

ଵହ
ቁ. 
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Приложение  I. Задачи для самостоятельного решения  
по темам, входящим в главы 1–5 

 

1. Докажите, что в антагонистической игре любая ситуация 
оптимальна по Парето. 

2. Существует ли равновесие в такой игре 2×2, где для мат-
риц выигрыша выполнено условие: 

ܣ ൌ ൭
ܽଵଵ ܽଵଶ
⋁ ⋁
ܽଶଵ ܽଶଶ

൱ ܤ	 ൌ ൬
ܾଵଵ ൐ ܾଵଶ
ܾଶଵ ൐ ܾଶଶ

൰. 

3. Рассмотрим следующую игру двух лиц:  

ܣ ൌ ቌ

3 1
െ1 5

െ4 5
െ1 0

4 2
2 1

െ3 4
1 3

ቍ ܤ	 ൌ ቌ

2 0
െ4 0

െ2 1
4 1

2 1
5 െ3

4 2
6 െ1

ቍ. 

Существуют ли у какого-либо из игроков доминирующие 
стратегии? Если да, то укажите их. Существует ли в приведенной 
игре: 

a. равновесие в доминирующих стратегиях? 

b. равновесие, получаемое исключением доминируемых 
стратегий? 

4. Полковник Блотто командует тремя отрядами. Перед ним 
три высоты. Он должен решить, сколько отрядов послать на за-
хват каждой высоты. Его противник также имеет в подчинении 
три отряда и может принимать такие же решения. Если на одной 
из высот у одного противника есть численное превосходство, то 
он захватывает эту высоту. Если нет, то высота остается 
нейтральной территорией. Выигрыш каждого игрока равен коли-
честву захваченных им высот, минус количество высот, захва-
ченных противником.  
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a. Запишите игру в нормальной форме, соответствующую 
данному конфликту. Найдите в ней равновесия Нэша. 

b. Пусть теперь у Блотто в распоряжении четыре отряда, в 
то время как у его соперника – три. Как изменится нормальная 
форма игры и равновесия? 

c. Пусть сопернику полковника пришло подкрепление и те-
перь он также располагает четырьмя отрядами. Как изменится 
равновесный исход их конфликта? 

5. Завод выпускает автомобили партиями по 100 штук. За 
каждую автомашину завод получает от концерна 1,3 ед. оплаты, из 
которых 1 ед. составляют премиальные, а 0,3 ед. предназначены 
для операций технического контроля (ОТК). Завод (игрок 1) может 
выпускать партию автомобилей либо с ОТК (стратегия 1), либо без 
ОТК (стратегия 2), увеличивая сумму премиальных. При исполь-
зовании первой стратегии итоговая сумма премиальных, получен-
ная заводом за партию, составляет 100 ед., при использовании вто-
рой стратегии − 130 ед. С целью уменьшения производственного 
брака концерн решил привлечь независимую автомастерскую, 
осуществляющую технический контроль за качеством продукции. 
Стоимость проверки автомобиля для фирмы составляет 0.12 ед. 
Если ОТК заводом не проводится, то автомобиль неисправен с ве-
роятностью 4/5. В случае обнаружения неисправностей завод обя-
зан их устранить, затратив 0.3 ед., и заплатить дополнительно 
фирме 0.2 ед. из своих премиальных. Головной офис концерна (иг-
рок 2) может либо проверить партию (стратегия 1), либо отказать-
ся от ее проверки (стратегия 2). Выигрышем первого игрока явля-
ется ожидаемая сумма премиальных, полученная заводом от 
концерна за партию автомобилей с учетом издержек на ОТК и 
возможных выплат концерну. Выигрышем второго игрока являет-
ся ожидаемая сумма штрафных выплат, полученных от завода при 
проверке партии автомобилей с учетом затрат на эту проверку. 
Найдите смешанное равновесие в получающейся игре. 
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6. Провести последовательное исключение по строгому до-
минированию смешанными стратегиями. Найти все равновесия 
Нэша в чистых и смешанных стратегиях. 

ܣ ൌ ቌ

7 1
4 6

8 1
9 2

5 3
4 െ1

3 3
6 4

ቍ ܤ						 ൌ ቌ

3 െ1
1 6

1 1
3 0

8 2
9 1

4 1
2 3

ቍ  

7. Провести последовательное исключение по строгому до-
минированию смешанными стратегиями. Найти все точки равно-
весия Нэша в смешанных стратегиях. 

ܣ ൌ ൭
െ5 15 6
4 12 3
7 3 8

൱ ܤ					 ൌ ൭
2 4 2
6 2 3
െ1 5 0

൱. 

8. Провести последовательное исключение по строгому до-
минированию смешанными стратегиями. Найти все равновесия 
Нэша в чистых и смешанных стратегиях. 

ܣ ൌ ቌ

3 1
െ1 6

8 9
2 1

1 3
1 0

4 2
1 3

ቍ ܤ	 ൌ ቌ

7 4
1 6

5 4
3 െ1

8 9
1 2

3 6
3 4

ቍ  

9. Провести последовательное исключение по строгому до-
минированию смешанными стратегиями. Найти все точки равно-
весия Нэша в смешанных стратегиях. 

ܣ ൌ ൭
2 6 െ1
4 2 5
2 3 0

൱ ܤ	 ൌ ൭
െ5 4 7
15 12 3
6 3 8

൱. 

10. Провести последовательное исключение по строгому до-
минированию смешанными стратегиями. Найти все точки равно-
весия Нэша в смешанных стратегиях. 


















542

354

446

A  


















206

154

513

B . 
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11. На берегу водоема расположены две фабрики. Каждая из 
фабрик может либо полностью перерабатывать свои отходы (за-
траты 15 млн. руб.), либо перерабатывать их частично и сбрасы-
вать в реку 5 тонн отходов (затраты 10 млн.руб.), либо не перера-
батывать и сбрасывать в реку 10 тонн отходов (нет затрат). Если 
в реку будет сбрасываться меньше 12 тонн отходов, никто ничего 
не заметит. Если от 12 до 19 тонн, то обе компании будут оштра-
фованы на 20 миллионов за загрязнение окружающей среды. Ес-
ли же в реку будет сбрасываться 19 и более тонн отходов, то 
компании будут оштрафованы на 40 миллионов каждая. Описать 
эту ситуацию как биматричную игру, найти равновесия Нэша в 
чистых и смешанных стратегиях. 

12. На станции электрички в двух разных концах перрона сто-
ят два ларька. Торговцы ларьков выбирают, какой товар им реали-
зовывать – пиво, воблу, или же оба товара сразу. Из прибывшего 
поезда выходят два пассажира, каждому нужно по стакану пива и 
порции рыбы. За стакан пива пассажир готов заплатить 10 рублей, 
за порцию рыбы – 5 рублей, а если кто-то предложить им набор 
«Пиво+рыба», то пассажир готов заплатить 20 рублей (так как он 
покупает все в одном месте и ему не придется бегать по перрону 
между ларьками). Если в обоих ларьках продается одно и то же, то 
первый пассажир идет покупать в первый ларек, а второй – во вто-
рой. Если в каком-то из ларьков продается сразу набор «Пи-
во+рыба», то оба покупателя берут его в этом ларьке, даже не за-
глядывая в другой. Выигрыш торговцев при этом взаимодействии 
равен их выручке. Описать эту ситуацию как биматричную игру, 
найти все равновесия Нэша в чистых и смешанных стратегиях. 

13. Анна и Борис (игроки A и B) играют в следующую игру. 
Сначала каждый из них кладет в банк 100 долларов. Затем оба 
одновременно называют число: 1,2 или 3. Если сумма делится на 
3, то побеждает Анна, в противном случае выигрывает Борис. 
Победитель забирает весь банк. Есть ли у игроков доминирую-
щие стратегии? Найдите все равновесия Нэша и выигрыши игро-
ков в равновесии. 
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14. Близится развязка игры в «Мафию». Осталось три игрока: 
1 мирный житель, 1 мафия и 1 маньяк. Всем уже стало понятно, 
кто есть кто. Каждый хочет победить, в том числе и маньяк, ко-
торый считается самостоятельным игроком (не мирным жителем 
и не мафией). Наступила ночь. Маньяк и мафия независимо друг 
от друга решают, кого этой ночью убить. Чем завершится игра в 
равновесии Нэша?  

15. Четыре парламентские партии работают над необходи-
мым, но крайне непопулярным у населения законом. Все партии 
одновременно и независимо друг от друга решают, выдвигать ли 
данный закон от своего имени. Если n партий выдвинут данный 
закон от своего имени, где 1 ൑ ݊ ൑ 4, то каждая партия понесет 
репутационные издержки в размере 12 единиц. Партии, не вы-
двинувшие данный закон, за него проголосуют, но репутацион-
ных издержек не понесут. Однако если ни одна партия закон не 
выдвинет, то все закончится плохо: из-за отсутствия необходимо-
го закона каждая партия понесет издержки в размере 15. Найти 
все равновесия Нэша в этой игре. 

16. В стране N приходят президентские выборы. В них участ-
вуют два кандидата – сильный (S = strong) и слабый (W = weak). 
Стратегией кандидата является его предвыборная программа – 
левая L, центристская C, или правая R. Матрицы выигрышей  
таковы: 

ܵ ൌ

	 	ܮ ܥ 	ܴ
ܮ
ܥ
ܴ

൭
1 ߙ 1 െ ߙ

1 െ ߙ 1 1 െ ߙ
1 െ ߙ ߙ 1

൱								ܹ ൌ

	 ܮ ܥ	 	ܴ
ܮ
ܥ
ܴ

൭
0 1 െ ߙ ߙ
ߙ 0 ߙ
ߙ 1 െ ߙ 0

൱	.  

 

Пусть ߙ ∈ ሾ0,
ଵ

ଶ
ሿ. Если слабый кандидат выберет ту же страте-

гию, что и сильный, то проиграет вчистую; если выберет другую, 
то проиграет с меньшим отрывом (что лучше), или даже выигра-
ет. Найдите равновесие. 
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17. Нефтяная компания ܺ имеет монополию на поставку бен-
зина в трех регионах. Компания ܻ собирается построить сеть 
своих заправок в одном из этих регионов; компания ܺ намерена 
ей помешать. Компания ܻ выбирает, в каком из регионов строить 
заправки; ܺ выбирает, в каком из регионов бороться с ܻ путем 
административного ресурса. Если компания ܻ выбрала регион ݅, а 
компания ܺ – другой регион, то ܻ выигрывает ݒ௜, ܺ проигрывает 
ту же величину. Если обе компании выбрали один и тот же реги-
он, то каждая получает нулевой выигрыш. Найдите равновесие в 
смешанных стратегиях, при условии, что ݒଵ ൐ ଶݒ ൐ ଷݒ ൐ 0.  
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6. Непрерывные игры. Нормальная форма, равновесие 
Нэша. Теоремы об условиях существования 

Как нам с вами уже известно, основной моделью конфликт-
ной ситуации в теории игр является игра в нормальной форме. 
Игра в нормальной форме является формализацией описываемого 
конфликта, на математическом языке описывающей все аспекты 
исследуемого взаимодействия: участников, их возможные дей-
ствия и последствия этих действий для каждого из них.  

Мы вводили определение игры в нормальной форме в наибо-
лее общем виде. Напомним его.  

Определение 6.1. Игра в нормальной форме – это совокуп-
ность трех элементов (тройка): ߁ ൌ ;ܣ〉 ܵ௔, ܽ ∈ ,ሻݏ௔ሺݑ	;ܣ
ݏ ൌ ሺݏ௔, ܽ ∈ ሻܣ ∈ ⨂௔∈஺ ܵ௔〉	, где ܣ – множество игроков 
(участников конфликтной ситуации), ܵ௔ – множество стра-
тегий игрока ܽ ∈ ௔∈஺⨂ ,ܣ ܵ௔ – множество ситуаций игры 
(прямое произведение множеств стратегий всех игроков), 
ܽ ሻ – выигрыш игрокаݏ௔ሺݑ ∈ ݏ в ситуации ܣ ൌ ሺݏ௔, ܽ ∈  .ሻܣ

В качестве решения конфликтной ситуации мы рассматрива-
ли несколько концепций, однако из них наиболее употребимым 
является равновесие Нэша. Если говорить неформально («на 
пальцах»), то равновесие Нэша – это такая ситуация в игре (про-
филь стратегий), что ни один отдельно взятый игрок не захочет 
изменить свою стратегию, если стратегии оставшихся игроков 
останутся неизменными. 

Определение 6.2. Пусть ߁ ൌ ;ܣ〉 ܵ௔;	ݑ௔ሺݏሻ〉	– игра в нормаль-
ной форме. Тогда профиль стратегий ݏ∗ ∈ ܵ является равно-
весием Нэша, если для всех ܽ ∈ ௔ᇱݏ и для всех ܣ ∈ ܵ௔ справед-
ливо: ݑ௔ሺݏ௔∗, ∗௔ିݏ ሻ ൒ ௔ᇱݏ௔ሺݑ , ∗௔ିݏ ሻ. 

Иными словами, равновесие Нэша является ситуацией, 
устойчивой к индивидуальному отклонению игроков. 
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В случае биматричных игр равновесие Нэша искалось на ос-
нове матриц выигрышей. При этом его поиск был основан на ме-
тоде, почти идентичном полному перебору всех возможных ситу-
аций в игре. Разумеется, совокупность возможных действий всех 
участников игры редко может быть представимо в виде множеств 
с конечным числом элементов. Во многих играх, соответствую-
щих реальным конфликтным ситуациям, напротив, удобно счи-
тать, что множество стратегий не является конечным или даже 
счетным. Например, в дуополии Курно стратегия каждой из двух 
фирм – это объем выпуска их продукции, то есть неотрицатель-
ное действительное число. Для таких игр разработанный для би-
матричных игр аппарат поиска стратегий является непримени-
мым. Поэтому в настоящем разделе мы рассмотрим более общий 
класс игровых моделей – непрерывные игры.  

Непрерывные игры – это такие игры, в которых множества 
стратегий всех игроков предполагаются континуальными. Это 
могут быть отрезки числовой прямой, интервалы, полуинтервалы 
или даже вся числовая прямая, а также многомерные множества 
более сложной природы. Необходимо отметить, что мы сосредо-
точим наш анализ, в первую очередь, на одномерных множе-
ствах, то есть на таких играх, где стратегией каждого игрока яв-
ляется одно число. В случае, если стратегия игрока включает 
более одного компонента, анализ стратегического поведения за-
метно усложняется, выкладки удлиняются и становятся менее 
понятными, однако принцип поиска равновесий Нэша и их свой-
ства остаются в целом аналогичными таковым для одномерного 
случая. Предполагая множество стратегий игроков континуаль-
ным, а их функции выигрыша дифференцируемыми, мы можем 
находить равновесия и исследовать их свойства, анализируя ло-
кальные максимумы функций выигрыша игроков.  

Заметим, что нам уже приходилось сталкиваться с непрерыв-
ными играми в рамках настоящего курса. Речь идет о смешанных 
расширениях биматричных игр. Действительно, рассмотрим 
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смешанное расширение биматричной игры Γ с матрицами выиг-
рыша ܣ и ܤ размерностей ݉ ൈ ݊. Стратегии игроков в нем – это 
вероятностные распределения на множестве чистых стратегий, то 
есть векторы ݍ ;ܲ∋݌∈ܳ, где ܲ и ܳ – симплексы размерностей ݉−1 
и ݊−1 соответственно. Симплекс есть множество векторов из не-
отрицательных элементов, в сумме дающих единицу – а это и 
есть континуальное множество! А в качестве оценки выигрыша 
игроков выступали математические ожидания их выигрыша 
,݌ሺܣ ሻݍ ൌ ∑ ∑ ௝ݍ௜ܽ௜௝݌

௡
௝ୀଵ

௠
௜ୀଵ  и ܤሺ݌, ሻݍ ൌ ∑ ∑ ௝ݍ௜ܾ௜௝݌

௡
௝ୀଵ

௠
௜ୀଵ , которые 

являются непрерывными функциями от аргументов ݌ и ݍ. Таким 
образом, при анализе смешанных равновесий биматричной игры 
мы изучали равновесия в непрерывной игре, хотя само это поня-
тие и особенности решения таких игр нам были еще неизвестны.  

Для биматричной игры была доказана замечательная теорема 
Нэша, согласно которой в любой биматричной игре существует 
равновесие Нэша. На самом деле, эта теорема не является каким-
то «отдельным» утверждением, касающимся только смешанных 
расширений биматричных игр. Теорема Нэша представляет собой 
следствие более общей теоремы о существовании равновесий 
Нэша в непрерывных играх. Эта теорема описывает условия, при 
которых в непрерывной игре существует равновесие, однако пе-
ред тем, как сформулировать и доказать ее, нам потребуется вве-
сти (или вспомнить – для тех, кто более подкован в математиче-
ском анализе и теории оптимизации) ряд понятий, связанных с 
выпуклостью множеств и отображений. 

Те из читателей, кто сталкивался с теорией оптимизации, мо-
гут помнить, что для поиска локальных экстремумов (а равнове-
сие Нэша, с точки зрения игрока, является локальным максиму-
мом его функции выигрыша при фиксированных стратегиях его 
соперников) наиболее «приятными» являются вогнутые (или вы-
пуклые – зависит от типа экстремума) функции, экстремум кото-
рых ищется на выпуклом и замкнутом множестве. Для остальных 
приведем определения этих понятий. 
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Определение 6.3. Подмножество ܺ линейного пространства 
называется выпуклым, если для любых ݔଵ, ଶݔ ∈ ܺ отрезок 
ሾݔଵ,  .ܺ ଶሿ также принадлежитݔ

Определение 6.4. Подмножество ܺ Евклидова простран-
ства размерности ݊ – компакт тогда и только тогда, когда 
ܺ замкнуто и ограничено. 

Определение 6.5. Функция ݂ሺݔሻ называется выпуклой, если 
для любых ݔଵ, ଶݔ ∈ ܺ и ߙ ∈ ሾ0,1ሿ	݂ሺݔߙଵ ൅ ሺ1 െ ଶሻݔሻߙ ൑
ଵሻݔሺ݂ߙ ൅ ሺ1 െ  .ଶሻݔሻ݂ሺߙ

Определение 6.6. Функция  xf  называется вогнутой, если 

для любых ݔଵ, ଶݔ ∈ ܺ и ߙ ∈ ሾ0,1ሿ	݂ሺݔߙଵ ൅ ሺ1 െ ଶሻݔሻߙ ൒
ଵሻݔሺ݂ߙ ൅ ሺ1 െ  .ଶሻݔሻ݂ሺߙ

Понятия выпуклости и вогнутости функций являются в опре-
деленном смысле обратными: выпуклость функции – это ее во-
гнутость «наоборот». Более того, в ряде учебников и научных 
работ (особенно выпущенных в советское время – чем раньше, 
тем чаще) встречаются термины «выпуклая вверх» (это, в нашем 
понимании, вогнутая) и «выпуклая вниз» (это просто выпуклая) 
функция. Примеры вогнутых функций: 

 линейная функция ݂ሺݔሻ ൌ ሺܽ, ሻݔ ൅ ܾ, 

 квадратичная функция ݂ሺݔሻ ൌ ሺݔ, ሻݔܣ ൅ ሺܽ, ሻݔ ൅ ܾ,  
где ሺݔ, ሻݔܣ ൑ 0 для любого ݔ ∈ Թ௡. 

Приятной (для нас) особенностью вогнутых функций являет-
ся теорема о глобальном максимуме: вогнутая функция имеет на 
выпуклом множестве единственный локальный максимум, кото-
рый одновременно является и глобальным. С точки зрения тео-
рии игр, это означает, что в случае выигрышей, вогнутых по 
«своим» аргументам, и выпуклых множеств стратегий, мы можем 
ожидать, что в рассматриваемой игре существует равновесие 
Нэша. Однако на самом деле мы можем накладывать на функции 
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выигрыша даже более слабые условия. Речь идет о таком свой-
стве функций, как квазивогнутость. 

Определение 6.7. Функция  xf  называется квазивогнутой, 

если для любых ݔଵ, ଶݔ ∈ ܺ и ߙ ∈ ሾ0,1ሿ ݂ሺݔߙଵ ൅ ሺ1 െ ଶሻݔሻߙ ൒
݉݅݊ሼ݂ሺݔଵሻ, ݂ሺݔଶሻሽ. 

Очевидно, что любая вогнутая функция является квазивогну-
той. Примером квазивогнутой функции на прямой может служить 
любая монотонная функция – возрастающая или убывающая.  

Необходимое и достаточное условие квазивогнутости функ-
ций можно получить, используя понятие множеств Лебега этой 
функции.  

Определение 6.8. Пусть ݖ଴ ∈ ܼ. Множеством Лебега функ-
ции ݄ሺݖሻ, определенной на каком-либо выпуклом множестве 
ܼ, называется множество ܼାሺݖ଴ሻ ൌ ሼݖ ∈ ܼ|݄ሺݖሻ ൒ ݄ሺݖ଴ሻሽ. 

Иными словами, множество Лебега функции, соответствую-
щее точке ݖ଴,– это совокупность таких точек исходной области 
определения этой функции, значения в которых больше, чем в 
точке ݖ଴.  

Утверждение 6.1. Для того, чтобы функция ݄ሺݖሻ была ква-
зивогнутой на выпуклом множестве ܼ, необходимо и до-
статочно, чтобы ее множества Лебега ܼାሺݖ଴ሻ были выпук-
лыми при любых ݖ଴ ∈ ܼ. 

Доказательство этого утверждения предоставляется читате-
лю в качестве упражнения. 

Примеры графиков квазивогнутых, вогнутых и выпуклых 
функций одной переменной приведены на рисунке 6.1. На нем 
наглядно показан смысл доказанного утверждения: у квазивогну-
тых функций одной переменной множества Лебега представляют 
собой отрезки (они выделены полужирной линией) – выпуклые 
одномерные множества. У не квазивогнутых функций эти множе-
ства могут быть устроены более причудливо.  
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Рисунок 6.1 – Наглядное сравнение графиков квазивогнутых,  

не квазивогнутых и вогнутых функций 

Обсужденное свойство квазивогнутых функций оказывается 
краеугольным камнем для всей теории непрерывных игр. С ним 
связана основная теорема существования равновесий. 

 
Теорема 6.1 (о существовании равновесия). Пусть ܵ௜  вы-

пуклый компакт, ߮௜ непрерывна по ݏ и квазивогнута по ݏ௜ для 
любого ݅ ∈  .߁ Тогда существует равновесие по Нэшу в игре .ܫ

Доказательство этой теоремы опирается на одну из теорем о 
неподвижных точках – теорему Какутани. Для того, чтобы про-
должить дальнейшее обсуждение, нам понадобятся дополнитель-
ные понятия, обобщающие знакомые нам концепции отображе-
ния и непрерывности. Рассмотрим некоторые множества-
компакты ܼଵ и ܼଶ – подмножества евклидовых пространств (раз-

мерность не важна). Зададим на множестве ܼଵ точечно-
множественное отображение Φሺݖሻ, которое каждому элементу ݖ 
из этого множества ставит в соответствие сразу несколько эле-
ментов из ܼଶ. Таким образом, образ этого элемента представляет 

собой подмножество ܼଶ. 

 
Определение 6.9. Пусть ݖ଴ ∈ ܼ. Множеством Лебега функ-
ции ݄ሺݖሻ, определенной на каком-либо выпуклом множестве 
ܼ, называется множество ܼାሺݖ଴ሻ ൌ ሼݖ ∈ ܼ|݄ሺݖሻ ൒ ݄ሺݖ଴ሻሽ. 
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Теорема 6.2 (Какутани). Пусть ܼ– выпуклый компакт  
линейного метрического пространства конечной размерности, 

- замкнутое выпуклозначное точечно-множественное отобра ߔ
жение из ܼ в себя. Тогда существует неподвижная точка ࢠ∗, такая 
что ݖ ∈  .ሻ∗ݖሺߔ

Доказательство 

Введем ряд необходимых для доказательства определений и 

обозначений. Так как ߔ  замкнутое выпуклозначное точечно-
множественное отображение из ܼ в себя, то для любого 

ݖ ∈ ܼ			Φሺݖሻ  подмножество ܼ.  

Определение 6.10. Отображение ߔሺݖሻ замкнутое, если его 

график ሼሺݖ, ݖ|ሻݕ ∈ ܼ, ݕ ∈  .ሻሽ  замкнутое множествоݖሺߔ

Определение 6.11. Отображение ߔሺݖሻ выпуклозначно, если 

для любого ݖ ∈  – ሻݖሺߔ ሻ  выпуклое множество. Еслиݖሺߔ ܼ

это отображение из ܼ в ܼ, то ߔሺݖሻ  замкнуто тогда и 
только тогда, когда оно непрерывно. 

Теорема Какутани показывает, что для любого непрерывного 
отображения выпуклого компакта в самого себя существует не-
подвижная точка ݖ z , такая что ݖ ൌ Φሺݖሻ (одномерный аналог – 
теорема Брауэра). 

 

Доказательство теоремы 6.2 для ܼ ⊂ Թଵ (одномерное мно-
жество). 

В одномерном случае ܼ является просто отрезком: ܼ ൌ ሾܽ, ܾሿ. 
Рассмотрим множество መܼ ൌ ሼݖ ∈ ܼ|max	 Φሺݖሻ ൒  ,ሽ. Оно непустоݖ

так как, по крайней мере, ܽ ∈ መܼ. Действительно, по условию 
отображение Φሺݖሻ действует из ܼ в себя, то есть образом отрезка 
ሾܽ, ܾሿ является он сам. Отсюда следует, что для любого ݔ ∈ ܼ 
Φሺݖሻ ൒ ܽ, в том числе и для самого значения ܽ Φሺܽሻ ൒ ܽ.  
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Пусть ݖ∗ ൌ sup መܼ. Покажем, что ݖ∗ ∈ Φሺݖ∗ሻ. Предположим 
обратное – что ݖ∗ ∉ Φሺݖ∗ሻ. Это возможно в двух случаях: либо 
maxΦሺݖ∗ሻ ൏  ሻ лежит левее точки∗ݖто есть все множество Φሺ) ∗ݖ
ሻ∗ݖлибо minΦሺ ,(∗ݖ ൐  ሻ лежит правее∗ݖвсе множество Φሺ) ∗ݖ
точки ݖ∗). Первая ситуация невозможна: maxΦሺݖ∗	ሻ ൒  так как ,∗ݖ
отображение Φሺݖሻ– замкнутое, а, следовательно, его точная верх-
няя грань ему принадлежит. Предположим теперь, что 
minΦሺݖ∗ሻ ൐ ᇱݖ В этом случае существует .∗ݖ ൐  такое что ,∗ݖ
maxΦሺݖ′	ሻ ൒  замкнутое. Но это противоречит	так как Φെ ,′ݖ
определению	ݖ∗ как точной верхней грани! Таким образом, дока-
зано существование неподвижной точки. 

Доказательство теоремы 6.1 

Определим отображение ܷሺݏሻ ൌ ⨂ ܷ௜ሺݏሻ௜∈ூ , где ܷ௜ሺݏሻ ൌ
ݔܽ݉݃ݎܣ

௦೔∈ௌ೔
 – общее отображение наилучших ответов, то	௜ሻିݏ|௜ݏሺ࢏ݑ	

есть вектор, в котором элемент под номером ݅ есть наилучший 
ответ ݅-го игрока на стратегии его соперников, равные элементам, 
стоящим на других местах. Вектор ܷሺݏሻ имеет размерность, рав-
ную количеству игроков, и действует из множества профилей 
стратегий игроков в него же: ܷ: ܵ → ܵ.  

Для того, чтобы продолжить доказательство настоящей тео-
ремы, нам потребуется одно вспомогательное утверждение, кото-
рое мы приведем без доказательства (читатель может провести 
его самостоятельно). 

Лемма 6.1. Для любой непрерывной квазивогнутой функции 

 .௜ отображение ܷ௜  замкнуто и выпуклозначноݑ

Рассмотрим вновь отображение ܷሺݏሻ. Как следует из лем-
мы 6.1, оно является замкнутым и выпуклозначным. Это означа-
ет, что можно применить теорему Какутани: существует непо-
движная точка ݏ∗ отображения ܷ такая, что ܷሺݏ∗ሻ ൌ  Иными .∗ݏ

словами, для любого ݅ ݏ௜
∗ ∈ ݔܽ݉݃ݎܣ

௦೔∈ௌ೔
௜ିݏ|௜ݏሺ࢏ݑ	

∗ ሻ, то есть ݏ∗ – рав-

новесие Нэша игры Γ. ∎ 
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Обсудим полученные результаты. Квазивогнутость и непре-
рывность функций полезности является условиями, гарантирую-
щими непрерывность функций реакции игроков. 

Пример 6.1. Пусть ଵܵ ൌ ܵଶ ൌ ൣ0, 	1൧. Функции выигрыша иг-

роков:  

,ଵݏଵሺݑ ଶሻݏ ൌ ଶݏሼݔܽ݉ െ ;ଵݏ ଵݏ െ   ,ଶሽݏ

,ଵݏଶሺݑ ଶሻݏ ൌ െሺݏଶሻଶ ൅ ቀଵ
ଶ
൅ ଵቁݏ  .ଶݏ

Рисунок 6.2 – Пример отсутствия равновесий при не квазивогнутых 
функциях выигрыша 

Здесь обе функции выигрыша непрерывны, но первая не ква-
зивогнута. Для первого игрока функция наилучшего ответа не 
является непрерывной, поэтому равновесия здесь нет (см. рису-
нок 6.2).  
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7. Непрерывные игры. Методы поиска равновесий 

Для поиска равновесий в непрерывных играх используется 
подход, аналогичный тому, что применялся при поиске равнове-
сий в биматричных играх – как при поиске чистых равновесий, 
так и при поиске смешанных. Речь идет о построении функ-
ций/отображений наилучшего ответа и поиске стационарной точ-
ки многомерного отображения наилучшего ответа. Иными сло-
вами, в конечном счете поиск равновесия Нэша сводится к 
решению системы уравнений или, в более общем случае, вложе-
ний, получаемых из условий первого порядка максимума  
для функции выигрыша каждого игрока. При этом функ-
ция/отображение наилучшего ответа игрока ݅ является ничем 
иным, как отображением, ставящим в соответствие каждому воз-
можному набору ିݏ௜ такое значение ݏ௜, при котором условия пер-
вого порядка для максимума выполнены. 

Для игрока ݅ ∈  ,ሻݏотображение наилучших ответов ܷ௜ሺ ܫ
упоминавшееся в доказательстве теоремы 6.1 (о существовании 

равновесия): пусть ܵ௜  выпуклый компакт, φ௜ непрерывна по ݏ и 

квазивогнута по ݏ௜ для любого ݅ ∈  Тогда равновесие по Нэшу в .ܫ
игре Γ фактически зависит от ିݏ௜ и определяет множество его 
наилучших ответов на стратегии партнеров. Поиск равновесий 
Нэша сводится к решению относительно вектора переменных 
ݏ ൌ ሺݏଵ, ,ଶݏ … ,  :ேሻ системы уравненийݏ

௜ݏ ൌ ܷ௜ሺିݏ௜ሻ, ݅ ൌ 1,… , ܰ. 

В наиболее простом случае, когда игроков всего двое, в эту 
систему войдут всего два уравнения: 

ቐ
ଵݏ ൌ ܷଵሺݏଶሻ ൌ Argmax

௫∈ௌభ
,ݔଵሺݑ ଶሻݏ

ଶݏ ൌ ܷଶሺݏଵሻ ൌ Argmax
௬∈ௌమ

,ଵݏଶሺݑ ሻݕ
 

В силу своей невысокой размерности, эта система может 
иметь достаточно простое решение для довольно широкого клас-
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са функций выигрыша. С другой стороны, решению этой системы 
можно придать весьма наглядную геометрическую интерпрета-
цию – аналогично тому, как это делалось для поиска смешанных 
равновесий в биматричных играх 2×2. В частности для класса игр 
«на прямоугольнике», в которых множества стратегий обоих иг-
роков – отрезки числовой прямой ( ௜ܵ ൌ ሾܿ௜, ݀௜ሿ ⊂ Թ, ݅ ൌ ሼ1,2ሽ), то 
достаточно построить в прямоугольнике ሾܿଵ, ݀ଵሿ ൈ ሾܿଶ, ݀ଶሿ графи-
ки ܷଵሺݏଶሻ	и ܷଶሺݏଵሻ и найти их пересечения. 

Как уже говорилось, здесь наблюдается полная аналогия с 
обсужденным ранее в настоящем пособии методом поиска сме-
шанных равновесий в биматричных играх 2×2. На самом деле, 
это не только не совпадение, даже само слово «аналогия» здесь 
не совсем применимо. Это тот же самый метод!  

В самом деле, в смешанном расширении биматричной игры 
функции выигрыша игроков ܣሺ݌, ,ሻݍ ,݌ሺܤ  ሻ представляют собойݍ
матожидание выигрыша, а стратегии ݌ и ݍ – это вероятности вы-
бора каждым из игроков первой из двух его чистых стратегий. 
Имеем:  

,݌ሺܣ ሻݍ ൌ ܽଵଵݍ݌ ൅ ܽଵଶ݌ሺ1 െ ሻݍ ൅ ܽଶଵሺ1 െ ݍሻ݌ ൅ ܽଶଶሺ1 െ ሻሺ1݌ െ  ,ሻݍ

,݌ሺܤ ሻݍ ൌ ܾଵଵݍ݌ ൅ ܾଵଶ݌ሺ1 െ ሻݍ ൅ ܾଶଵሺ1 െ ݍሻ݌ ൅ ܾଶଶሺ1 െ ሻሺ1݌ െ  .ሻݍ

Эти функции линейны по каждой из переменных – то есть не 
просто квазивогнуты, но даже вогнуты. Множества стратегий 
обоих игроков – единичные интервалы: ݌, ݍ ∈ ሾ0,1ሿ. Следователь-
но, условия теоремы 1 применимы, а указанный общий метод по-
иска равновесий Нэша превращается в уже знакомый нам метод 
поиска смешанных равновесий биматричной игры 2×2. 

Пример 7.1. Проиллюстрируем на примере предложенный 
метод поиска равновесия в непрерывной игре на прямоуголь- 
нике. Рассмотрим игру двух лиц ߁ ൌ ,ܺۦ ܻ, ,ݔሺܨ ,ሻݕ ,ݔሺܩ   .ۧ ሻݕ
Здесь ܺ, ܻ − множества стратегий первого и второго игроков, а 
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,ݔሺܨ ,ݔሺܩ ሻ иݕ -ሻ – их функции выигрыша. Пусть множества страݕ
тегий игроков одинаковы: ܺ ൌ ܻ ൌ ሾ0, 1ሿ, а выигрыши задаются 
следующими функциями: 

,ݔሺܨ ሻݕ ൌ 	െ3ݔଶ 	൅ ଶݕ2	 ൅  ,ݕݔ7	
,ݔሺܩ ሻݕ ൌ 	െሺݔ	 ൅ 	ݕ	 െ 	1ሻଶ. 

 
Начнем решение с проверки условий теоремы 6.1. Обе функ-

ции вогнуты по «своим» переменным – значит, по крайней мере 
одно равновесие есть.  

Теперь перейдем к поиску равновесий. Найдем функции 
наилучших ответов игроков на стратегии их соперников. У пер-
вого игрока:  

ሻݕሺ∗ݔ ൌ ቐ

଻

଺
,ݕ если	0 ൑ ݕ ൑

଺

଻

1, если	ݕ ൐
଺

଻

, у второго игрока ݕ∗ሺݔሻ ൌ 1 െ  .ݔ

Решая систему ൜
ሻݕሺ∗ݔ ൌ ݔ
ሻݔሺ∗ݕ ൌ ݕ

	, находим решение – равновесие 

Нэша. На координатной плоскости это решение является точкой 
пересечения графиков функций наилучших ответов игроков  
(см. рисунок 7.1).  

 
Рисунок 7.1 – Иллюстрация равновесия в примере 7.1  
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Рассмотрим еще несколько более сложных примеров непре-
рывных игр – уже не на прямоугольнике, а с неограниченными 
множествами стратегий двух игроков. Первый такой пример – 
модель дуополии Курно, с которой некоторые из читателей 
наверняка сталкивались в рамках курса Микроэкономики. Более 
того, первой формальной задачей, исследованной с помощью 
нахождения равновесия, была именно модель конкуренции двух 
фирм на рынке бесконечно делимого однородного товара, пред-
ложенная французским экономистом и математиком А.А. Курно 
в XIX веке.  

Пример 7.2 (модель олигополии Курно) 

Рассмотрим некий рынок, на котором работают две фирмы, 
они выпускают бесконечно делимый товар и продают его поку-
пателям. Пусть ݔ и ݕ − количества товара, выпускаемого первой 
и второй фирмами, а ܿଵ, ܿଶ ൒ 0 − затраты на его производство, т.е. 
себестоимости единицы товара для обеих фирм. Покупатели 
предполагаются бесконечно малыми, а цена товара ݌ሺݔ ൅ -ሻ заݕ
висит от общего выпуска ݔ ൅  Объем выпуск товара каждой .ݕ
фирмой есть ее стратегия. В наиболее простой модели предпола-
гается, что у фирм нет производственных или иных ограничений 
на объем выпуска, так что множества стратегий у них не ограни-
чены: ݔ, ݕ ∈ ሾ0, ൅∞ሻ. Функции выигрыша фирм – это прибыль 
каждой из них от реализации произведенной продукции: 
,ݔሺܨ ሻݕ ൌ 	 ሺ݌ሺݔ ൅ ሻݕ െ ܿଵሻݔ и ܩሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ݌ሺݔ ൅ ሻݕ െ ܿଶሻݕ. Пусть 
цена на продукцию является линейной функцией от общего объ-
ема товара, предлагаемого рынку обеими игроками: ݌ሺݔ ൅ ሻݕ ൌ
ܽ െ ܾ ⋅ ሺݔ ൅  ሻ. Подставив функцию цены (то есть обратнуюݕ
функцию спроса) в выражения для функций выигрыша, получим: 

,ݔሺܨ ሻݕ ൌ 	 ሺܽ െ ܾ ⋅ ሺݔ ൅ ሻݕ െ ܿଵሻݔ;  

,ݔሺܩ ሻݕ ൌ ሺܽ െ ܾ ⋅ ሺݔ ൅ ሻݕ െ ܿଶሻݕ. 

Мы получили непрерывную игру в нормальной форме, для 
которой выполнены условия теоремы о существовании равнове-
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сия. Следовательно, в ней существует ситуация равновесия, кото-
рую мы обозначим ሺݔ଴,  ,଴ሻ. В отличие от предыдущего примераݕ
для поиска ее на этот раз применим не отображение наилучшего 
ответа, а условия первого порядка. Для этого нам потребуется 
рассмотреть четыре случая. 

1. Пусть ݔ଴ ൐ 0, ଴ݕ ൐ 0. Тогда условия первого порядка 
представляют собой просто требования равенства нулю произ-
водных обеих функций выигрыша по «своим» аргументам: 

,ݔ௫ᇱሺܨ ሻݕ ൌ ܽ െ ଴ݔ2ܾ െ ଴ݕܾ െ ܿଵ ൌ 0, 

௬ᇱܩ ሺݔ, ሻݕ ൌ ܽ െ ଴ݕ2ܾ െ ଴ݔܾ െ ܿଶ ൌ 0. 

Это система из двух линейных уравнений, которую можно 
легко решить. Выразим из первого уравнения ݕ଴ и подставим во 
второе уравнение, получаем:  

଴ݕ ൌ
ܽ െ ଴ݔ2ܾ െ ܿଵ

ܾ
ൌ
ܽ
ܾ
െ ଴ݔ2 െ

ܿଵ
ܾ
, 

0 ൌ ܽ െ ଴ݕ2ܾ െ ܿଶ െ ଴ݔܾ ൌ ܽ െ 2ܾ ቀ
ܽ
ܾ
െ ଴ݔ2 െ

ܿଵ
ܾ
ቁ െ ܿଶ െ ଴ݔܾ ൌ 

ൌ ܽ െ 2ܽ ൅ ଴ݔ4ܾ ൅ 2ܿଵ െ ܿଶ െ ଴ݔܾ ൌ െܽ ൅ ଴ݔ3ܾ ൅ 2ܿଵ െ ܿଶ . 

Отсюда получаем выражение для ݔ଴: ݔ଴ ൌ
ିଶ௖భା௖మା௔

ଷ௕
. Для то-

го, чтобы получить выражение для ݕ଴ необходимо подставить это 
выражение в первое уравнение. После того, как мы сделаем это и 

приведем подобные слагаемые, получим: ݕ଴ ൌ
ିଶ௖మା௖భା௔

ଷ௕
. Для за-

вершения рассмотрения данного случая необходимо проверить 
исполнение условия ݔ଴ ൐ 0, ଴ݕ ൐ 0. Имеем: 2ܿଵ െ ܿଶ െ ܽ ൏ 0, 

2ܿଶ െ ܿଵ െ ܽ ൏ 0, или, что эквивалентно, ܿଵ ∈ ቀ2ܿଶ െ ܽ,
௖మା௔

ଶ
ቁ. Эти 

условия касаются коэффициентов задачи, если они ему удовле-
творяют, то найденное решение системы уравнений дает равно-

весие Нэша: ቀ
௖మିଶ௖భା௔

ଷ௕
,
௖భିଶ௖మା௔

ଷ௕
ቁ. 
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2. Пусть ݔ଴ ൐ 0, ଴ݕ ൌ 0. В этом случае условия первого по-
рядка примут вид: 

ܽ െ ଴ݔ2ܾ െ ଴ݕܾ െ ܿଵ ൌ 0, 

ܽ െ ଴ݕ2ܾ െ ଴ݔܾ െ ܿଶ ൑ 0. 

Подставим сюда ݕ଴ ൌ 0:  

ܽ െ ଴ݔ2ܾ െ ܿଵ ൌ 0, 

ܽ െ ଴ݔܾ െ ܿଶ ൑ 0. 

Из первого уравнения получаем: ݔ଴ ൌ
௔ି௖భ
ଶ௕

. Второе условие 

первого порядка – неравенство, необходимо проверить его вы-
полнение для найденного ݔ଴:  

0 ൒ ܽ െ ܾ
ܽ െ ܿଵ
2ܾ

െ ܿଶ ൌ
ܽ ൅ ܿଵ െ 2ܿଶ

2
. 

Отсюда получаем: ܿଵ ∈ ሺ0,2ܿଶ െ ܽሻ – если коэффициенты мо-
дели удовлетворяют этому условию, то равновесие имеет 

вид	ቀ
௔ି௖భ
ଶ௕

, 0ቁ. 

3. Пусть ݔ଴ ൌ 0, ଴ݕ ൐ 0. Здесь рассуждения аналогичны тем, 
что приведены в предыдущем пункте. Этот случает приводит к 

равновесию в рассматриваемой модели, если ܿଵ ∈ ቀ
௖మା௔

ଶ
, ൅∞ቁ,  

а получающееся равновесие имеет вид: ቀ0,
௔ି௖మ
ଶ௕

ቁ. 

4. Пусть ݔ଴ ൌ 0, ଴ݕ ൌ 0. Точка ሺ0,0ሻ может быть равновеси-
ем Нэша, только в том случае, когда: 

ܽ െ ଴ݔ2ܾ െ ଴ݕܾ െ ܿଵ ൑ 0, 

ܽ െ ଴ݕ2ܾ െ ଴ݔܾ െ ܿଶ ൑ 0. 
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Это приводит нас к паре неравенств: ܽ െ ܿଵ ൑ 0, ܽ െ ܿଶ ൑ 0. 
Иными словами, если предельные издержки обеих фирм относи-
тельно высокие (ܿଵ ൒ ܽ, ܿଶ ൒ ܽሻ, то равновесием в модели Курно 
является ситуация, когда ни одна фирма ничего не производит. 

Квазивогнутость функций полезности является достаточным 
(но не необходимым) условием существования равновесия. Она 
лишь гарантирует, что хотя бы одно равновесие найдется – одна-
ко из того, что у какого-либо игрока функция выигрыша не ква-
зивогнута, не следует, что в игре равновесия нет. Существует 
большое количество примеров непрерывных игровых моделей, в 
которых функции выигрыша игроков не квазивогнуты, однако 
равновесие существует. Один из таких примеров – это игра 
«Лоббирование», приводимая Захаровым.  

Пример 7.3 (модель «Лоббирование») 

Пусть две фирмы соревнуются за право построить магазин на 
центральной площади города. Чтобы получить контракт, необхо-
димо потратить некоторую сумму денег на лоббирование своего 
проекта в органах власти. Успех лоббирования не гарантирован, 
но чем больше денег будет потрачено каждой из фирм, тем боль-
ше вероятность, что именно эта фирма получит контракт.  

Пусть прибыль, которую может приносить магазин, фикси-
рована и равна ܴ. Пусть вероятность того, что фирма ݅ = 1,2 по-

лучит контракт, равна: ݌_݅ ൌ
ሺ௥೔ሻಋ

ሺ௥భሻಋାሺ௥మሻಋ
, где ݎ௜– стратегия фирмы 

݅	– количество средств, потраченное ей, γ ൒ 0 − параметр, отра-
жающий эффективность лоббирования. Таким образом, функция 
полезности фирмы ݅	 ൌ 	1,2 равна:  

,ଵݎ௜ሺݑ ଶሻݎ ൌ ܴ
ሺݎ௜ሻஓ

ሺݎଵሻஓ ൅ ሺݎଶሻஓ
െ  .௜ݎ

Чтобы найти равновесие, как и в прошлом примере, не будем 
строить функции наилучших ответов, а воспользуемся условиями 
первого порядка локального максимума. 
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Функции полезности являются дифференцируемыми по ݎଵ и 
,ଵݎଶ. Соответственно, если точка ሺݎ  – равновесие, то в нем	ଶሻݎ
должны выполняться необходимые условия первого порядка:  

ە
۔

ۓ
௜ݑ߲
௜ݎ߲

ൌ 0, при	ݎ௜ ൐ 0

௜ݑ߲
௜ݎ߲

൏ 0, при	ݎ௜ ൌ 0
. 

Производная функции выигрыша для игрока ݅ ൌ 1,2 имеет 
вид:  

௜ݑ߲
௜ݎ߲

ൌ ܴ
ݎ௜ሻఊିଵሺିݎሺߛ ௜ሻఊ

ሺݎଵሻఊ ൅ ሺݎଶሻఊ
െ 1. 

Условия первого порядка дают нам единственное решение 

ሺݎଵ
∗, ଶݎ

∗ሻ, где ݎଵ
∗ ൌ ଶݎ

∗ ൌ
ஓோ

ସ
. Легко проверить, что условия максиму-

ма второго порядка в этой точке также будут выполнены.  
Однако найденная ситуация будет равновесием Нэша только если  
γ ൑ 2. В обратном случае равновесия не существует:  

ଵݎଵሺݑ
∗, ଶݎ

∗ሻ ൌ
ோ

ଶ
െ

ஓோ

ସ
൏ 0 ൌ ,ଵሺ0ݑ ଶݎ

∗ሻ, то есть первому игроку вы-

годно в одностороннем порядке изменить свою стратегию с ݎଵ
∗  

на 0. Если γ ൐ 0, то ሺݎଵ
∗, ଶݎ

∗ሻ является всего лишь локальным рав-
новесием – то есть в этой точке функция полезности каждого иг-
рока имеет локальный (но не обязательно глобальный) максимум 
на множестве стратегий этого игрока. 

Почему же равновесие есть в рассматриваемой модели не 
всегда? Потому что функции полезности являются квазивогну-

тыми только при γ ∈ 	ሾ0,1ሿ, а при γ ∈ 	ሺ1,2ሿ – нет. Примерный вид 
графика функций полезности игроков приведен на рисунке 7.2, 
наглядно показывающем их качественно различных вид при раз-
личных значениях параметра γ. 
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Рисунок 7.2 –  Модель «Лоббирование»: качественный вид графика 
функции выигрыша в зависимости от параметра ߛ 

Здесь мы четко видим три области для параметра γ, в кото-
рых картина «происходящего» в модели принципиально различ-

ная. Так, при γ ∈ 	ሾ0, 	1ሿ функции выигрыша игроков квазивогну-
ты, точнее, даже строго вогнуты – что дает единственное 

равновесие в точке ݎଵ
∗ ൌ ଶݎ

∗ ൌ
ஓோ

ସ
. При γ ∈ 	൫1, 	2൧ функции выиг-

рыша теряют свойство квазивогнутости, однако локальное равно-
весие по-прежнему существует. При γ ൐ 2 в игре не существует 
равновесия.  

Обратим внимание, что найденное равновесие в теоретико-
игровой модели дает дам довольно много пищи для размышле-
ний над экономическим смыслом всей модели. Так, при борьбе за 
благо оба игрока тратят значительные ресурсы. Например, при  
-что соответствует обычной лотерее, общий объем затрачи ,1 =	ߛ
ваемых ресурсов будет равен половине от стоимости блага. Кро-
ме того, можно показать, что при увеличении числа игроков об-
щий объем затрат на лоббирование стремится к ценности самого 
блага, за которое ведется борьба (ܴ в нашей модели), а объем ре-
сурсов, затрачиваемых на состязательную деятельность, возрас-
тает при улучшении технологии лоббирования (величины ߛ).  

Проведенный анализ показывает, что при отсутствии про-
зрачных механизмов распределения лицензий на ведение многих 
прибыльных видов экономической деятельности (импортные 
квоты, строительство в условиях ограниченного предложения 
земли и т.д.) общество несет значительные (и часто невидимые) 
потери.  
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8. Игровые модели, учитывающие неравенство игроков. 
Информационная асимметрия: иерархические игры 

 
Во всех предыдущих случаях мы рассматривали игры, в ко-

торых игроки принимали решения одновременно и не зная о вы-
боре своих соперников. Однако в ряде случаев такое допущение 
оказывается неверным – часто игроки принимают решения по-
следовательно, и к моменту принятия решения очередным инди-
видом уже известно, как повели себя те, кто уже «сделал ход». 
Многие реальные конфликтные ситуации имеют длительный ха-
рактер. Их участники действуют последовательно и с учетом ин-
формации о предшествующем развитии конфликта. Таким обра-
зом, это приводит к необходимости построения игровых моделей, 
учитывающих последовательность принятия решений игроками, 
а также информационную асимметрию. В теории игр для этого 
используются различные модели с «неравенством» игроков – как 
в смысле различной очередности хода, так и в смысле разной 
степени осведомленности о поведении их соперников.  

Первый класс подобных теоретико-игровых моделей, кото-
рый нам предстоит рассмотреть,– это иерархические игры.  
В этом разделе мы рассмотрим игры двух лиц, в которых игроки 
прежде, чем выбрать стратегии ݔ ∈ ܺ, ݕ ∈ ܻ, предварительно об-
мениваются информацией о своих выборах. Такого рода игры 
описывают взаимодействие между верхним и нижним звеньями 
управления (начальником и подчиненным, центром и производи-
телем продукции и т.п.). Далее, не ограничивая общности, пред-
полагается, что первый игрок осуществляет управление вторым 
игроком и делает сообщение первым. Для более краткого описа-
ния таких схем взаимодействия будем дальше использовать крат-
кий вариант записи, просто называя первого игрока «игрок-
лидер», а второго – «игрок-ведомый».  

В основе любой иерархической игры лежит статическая игра 
в нормальной форме ߁ ൌ ,ܺۦ ܻ, ,ݔሺܨ ,ሻݕ ,ݔሺܩ  ሻۧ. Это может бытьݕ
как биматричная игра, так и непрерывная, при этом функции 
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,ݔሺܨ ,ݔሺܩ ሻ иݕ ܺ ሻ непрерывны на произведенииݕ ൈ ܻ компактов 
метрических пространств. Прежде, чем выбрать стратегию, пер-
вый игрок сообщает о своем выборе второму. Нас интересует 
наилучший гарантированный результат, который может получить 
игрок-лидер. Типы иерархических игр отличаются порядком хо-
дов и формой сообщений.  

Первый важный пример иерархических игр – Игра Γଵ. Игрок-
лидер выбирает стратегию ݔ ∈ ܺ и сообщает ее ведомому. Затем 
ведомый выбирает стратегию ݕ ∈ ܻ, уже зная ݔ. Смысл подобных 
сообщений очевиден в тех случаях, когда интересы игроков 
близки. Например, если вы решили с кем-нибудь встретиться, то 
сообщаете, куда придете (вспомните, например, игру «Встреча в 
городе» или «Семейный спор»). Игра Γଵ является неантагонисти-
ческой одношаговой игрой с полной информацией. Подобные 
игры могут иметь и несколько вариантов экономической интер-
претации. Одна из них: игрок-лидер (центр) сообщает ведомому 
игроку (производителю продукции) цену ݔ на продукцию. Вто-
рой игрок выпускает продукцию в количестве ݕ, зная цену ݔ. Еще 
один вариант применения игры Γଵ в математической экономике – 
классическая микроэкономическая модель дуополии Штакель-
берга, в которой действует фирма-лидер, первой определяющая 
объем выпуска товара, и фирма-ведомая, которая выбирает стра-
тегию уже после нее – и работает, по сути, с остаточным спросом 
на товар. 

Игру Γଵ можно записать и в привычной нам нормальной 
форме. Второй игрок использует стратегии-отображения вида 
݃:	ܺ → ܻ, по своему смыслу являющиеся функциями реакции на 
стратегию игрока-лидера. Множество всех таких стратегий обо-
значим через ሼ݃ሽ. Тогда ߁ଵ ൌ ,ܺۦ ሼ݃ሽ, ,ݔሺܨ ݃ሻ, ,ݔሺܩ ݃ሻۧ, где 
,ݔሺܨ ݃ሻ ൌ ,ݔሺܨ ݃ሺݔሻሻ, ܩሺݔ, ݃ሻ ൌ ,ݔሺܩ ݃ሺݔሻሻ – функции выигрыша 
игроков в «базовой» игре, где на место стратегии второго игрока 
подставлена функция реакции второго игрока на стратегию  
первого.  
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Найдем наилучший гарантированный результат ܨଵ первого 
игрока в игре ߁ଵ. Так как все игроки преследуют цель максимиза-
ции собственного выигрыша, ведомый игрок, зная ݔ, выбирает 
ݕ ∈ ܻሺݔሻ ൌ Argmax௬∈௒ ,ݔሺܩ -ሻ – произвольную стратегию из своݕ

его множества наилучшего ответа на этот ݔ (если таких стратегий 
несколько, то все они должны давать одинаковый выигрыш, по-
этому можно выбрать любую из них). Первый игрок знает функ-
цию выигрыша второго игрока, ему также известно, что второй 
будет выбирать стратегию из множества ܻሺݔሻ, но он не знает 
конкретного выбора ݕ ∈ ܻሺݔሻ. Для того, чтобы оценить эффек-
тивность стратегии ݔ, игрок-лидер должен найти свой наимень-
ший выигрыш при использовании ведомым наилучшего с его 
точки зрения ответа на эту стратегию: ܹሺݔሻ ൌ min௬∈௒ሺ௫ሻ ,ݔሺܨ  .ሻݕ

Эта величина называется оценкой эффективности (гарантирован-
ным результатом) стратегии ݔ. Тогда наилучший гарантирован-
ный результат игрока-лидера – это максимальное значение выиг-
рыша, которого он может добиться, управляя своими 
стратегиями. Иными словами, это максимальная оценка эффек-
тивности среди его стратегий:  

ଵܨ ൌ max௫∈௑ 								ܹሺݔሻ ൌ max௫∈௑ min௬∈௒ሺ௫ሻ ,ݔሺܨ  .ሻݕ

Другой тип иерархических игр – это игра типа Γଶ. Первый 
игрок перед выбором ݔ имеет полную информацию об ݕ. Он хо-
дит первый и сообщает второму игроку стратегию вида ݂: ܻ → ܺ. 
Множество всех таких стратегий обозначим через ሼ݂ሽ.  

Схема сообщений в игре Γଶ: ݂
ଶ
→ ݕ

ଵ
→ ݔ ൌ ݂ሺݕሻ. Экономиче-

ская интерпретация такой игры может быть следующей. Предста-
вим себе некое предприятие, разделенное на две структурных еди-
ницы – управляющую компанию (центр) и производство (завод). 
Тогда можно интерпретировать ݕ как объем продукции, произве-
денной заводом, а стратегию центра ݂ሺݕሻ – как схему оплаты 
управляющей компанией произведенного объема продукции ݕ.  
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Найдем выражение для наилучшего гарантированного  
результата ܨଶ первого игрока в игре Γଶ. Предположим, что ведо-
мый игрок, зная ݂, выбирает ݕ из множества 
ܻሺ݂ሻ ൌ Argmax௬∈௒ ,ሻݕሺ݂ሺܩ -ሻ – множества тех стратегий, котоݕ

рые максимизируют его выигрыш при условии, что игрок-лидер, 
зная стратегию ݕ, сыграет ݔ ൌ ݂ሺݕሻ. Множество ܻሺ݂ሻ может ока-
заться пустым, если функция ݂ разрывна. В случае пустого ܻሺ݂ሻ 
второй игрок может выбрать любую стратегию ݕ ∈ ܻ. Определим 
множество наилучшего ответа второго игрока на стратегию ݂ሺ⋅ሻ 
первого: 

ܻ∗ሺ݂ሻ ൌ ൜
ܻሺ݂ሻ, ܻሺ݂ሻ ് ∅
ܻ, ܻሺ݂ሻ ൌ ∅

	. 

В сделанных предположениях второй игрок выбирает 
ݕ ∈ ܻ∗ሺ݂ሻ и оценка эффективности стратегии ݂ для игрока-
лидера задается формулой ܹሺ݂ሻ ൌ 	 inf௬∈௒∗ሺ௙ሻ ,ሻݕሺ݂ሺܨ  .ሻݕ
Наилучший гарантированный результат первого игрока –  
это точная верхняя грань множества оценок эффективности  
доступных ему стратегий, она имеет вид  

ଶܨ ൌ sup௙∈ሼ௙ሽ inf௬∈௒∗ሺ௙ሻ ,ሻݕሺ݂ሺܨ  .ሻݕ

Поскольку на этот раз, в отличие от предыдущих, мы имеем 
дело не с оптимизацией на компактах числовой природы, а с по-
иском супремумов и инфимумов на множествах функций, то 
наилучший гарантированный результат, вообще говоря, может не 
достигаться вовсе. Тем не менее, как читатель должен помнить из 
курса математического анализа, мы всегда можем приблизиться к 
точным граням множества с любой наперед заданной точностью. 
Это означает, что, несмотря на возможную недостижимость оп-
тимальной стратегии, мы всегда можем найти «почти оптималь-
ную».  

Определение 8.1. Пусть задано ߝ ൐ 0. Стратегия ఌ݂ называ-
ется ߝ-оптимальной в игре ߁ଶ, если ܹሺ ఌ݂ሻ ൒ ଶܨ െ   .ߝ
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Поиск величины ܨଶ по указанной формуле весьма сложен, 
так как связан с решением оптимизационной задачи на множе-
стве функций ሼ݂ሽ. Однако Юрием Борисовичем Гермейером был 
получен замечательный результат, который позволяет для поиска 
наилучшего гарантированного результата ведущего игрока опти-
мизацию по исходным множествам ܺ и ܻ. 

Для того, чтобы сформулировать этот результат, потребуют-
ся следующие величины и множества: 

 ܩଶ ൌ max௬∈௒ min௫∈௑ ,ݔሺܩ -ሻ – наилучший гарантированݕ

ный результат второго игрока при условии, что первый 
применяет стратегию «наказания» ݂ு: ݂ுሺݕሻ ∈
Argmin௫∈௑ ,ݔሺܩ ݕ ሻ, которая на любую стратегиюݕ ∈ ܻ 
второго игрока предписывает отвечать так, чтобы мини-
мизировать его выигрыш; 

 ܧ ൌ Argmax௬∈௒ min௫∈௑ ,ݔሺܩ -ሻ – множество максиминݕ

ных стратегий второго игрока; 

 ܦ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ ܺ ൈ ,ݔሺܩ|ܻ ሻݕ ൐  ଶሽ – множество ситуаций вܩ
игре, в которых второй игрок может получить больше, 
чем наилучший гарантированный результат; 

 ܯ ൌ min௬∈ா max௫∈௑ ,ݔሺܨ  ሻ – гарантированный результатݕ

первого игрока;  

 ܭ ൌ ൜
supሺ௫,௬ሻ ,ݔሺܨ ሻݕ , ܦ ് ∅

െ∞,ܦ ൌ ∅
. 

Теорема 8.1 (Ю.Б. Гермейер). Наилучший гарантированный 
результат в игре ߁ଶ равен ܨଶ ൌ  .ሽܯ,ܭሼݔܽ݉

Доказательство данной теоремы носит конструктивный ха-
рактер, то есть его процесс совпадает с процессом построения 
решения. Так, найдем стратегию, дающую игроку-лидеру 
наилучший гарантированный результат. Всего возможно два  
случая: 
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ܭ .1 ൐ ,ఌݔНайдется пара ሺ .ܯ ఌሻݕ ∈ ,ఌݔሺܨ такая, что ,ܦ ఌሻݕ ൒
ܭ െ  Положим .ߝ

݂ఌሺݕሻ ൌ ൜
,ఌݔ ݕ ൌ ఌݕ

݂ுሺݕሻ, ݕ ് 	ఌݕ
. 

Если первый игрок будет играть эту стратегию, то для второ-
го единственным «выгодным» вариантом остается выбрать 
ݕ ൌ ,ሻݕሺ݂ுሺܩ ఌ, ведь в противном случае он получитݕ ሻݕ ൌ
min௫∈௑ ,ݔሺܩ ሻݕ ൑ ଶܩ ൏ ,ఌݔሺܩ  ఌሻ – что значительно меньшеݕ
наилучшего гарантированного результата. 

ܭ .2 ൑  В этом случае рассмотрим для первого игрока .ܯ
стратегию  

݂ఌሺݕሻ ൌ ቊ
argmax

௫∈௑
,ݔሺܨ ሻݕ , ݕ ∈ ܧ

݂ுሺݕሻ, ݕ ∉ 	ܧ
. 

Аналогично предыдущему случаю, если первый игрок будет 
играть эту стратегию, то для второго единственным «выгодным» 
вариантом остается выбрать ݕ ∈  ведь в противном случае он ,ܧ
опять будет «наказан» первым игроком и получит ܩሺ݂ுሺݕሻ, ሻݕ ൌ
min௫∈௑ ,ݔሺܩ ሻݕ ൑ ଶܩ ൏ ,ఌݔሺܩ  ఌሻ – что значительно меньшеݕ
наилучшего гарантированного результата. ∎ 

Рассмотрим на примерах, как можно искать решения иерар-
хических игр. Как уже говорилось, иерархическая игра строится 
на основе игры в нормальной форме. Рассмотрим биматричную 
игру с матрицами выигрышами: 

ܣ ൌ ൭
3 6 8
4 3 2
7 െ5 െ1

൱ ܤ						 ൌ ൭
7 4 3
7 7 3
4 6 6

൱. 

Решим для нее игры Γଵ и Γଶ. Первую из них – Γଵ – будем ре-
шать по определению наилучшего гарантированного результата: 

ଵܨ ൌ max
௫∈௑

min
௬∈௒ሺ௫ሻ

,ݔሺܨ ሻݕ ൌ max
௜ୀଵ,ଶ,ଷ

min
௝∈௃ሺ௜ሻ

ܽ௜௝. 
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Найдем множество ܬሺ݅ሻ наилучших ответов второго (ведомо-
го) игрока на стратегию ݅ игрока-лидера: ܬሺ݅ሻ ൌ ݃ݎܣ max

௝ୀଵ,ଶ,ଷ
ܾ௜௝. Для 

первой стратегии первого игрока во множество ܬሺ1ሻ войдут но-
мера столбцов, где стоят наибольшие элементы в первой строке 
(݅ ൌ 1) матрицы ܬ :ܤሺ1ሻ ൌ ݃ݎܣ max

௝ୀଵ,ଶ,ଷ
ܾଵ௝ ൌ max݃ݎܣ

	
ሼ7,4,3ሽ ൌ ሼ1ሽ. 

Аналогично получаем и ܬሺ2ሻ ൌ ሼ1,2ሽ, и ܬሺ3ሻ ൌ ሼ2,3ሽ. Используя 
найденные множества, найдем оценки эффективности для каждой 
из стратегий игрока-лидера: 

ܹሺ1ሻ ൌ min௝∈௃ሺଵሻ ܽଵ௝ ൌ min௝∈ሼଵሽ ܽଵ௝ ൌ ܽଵଵ ൌ 3; 	ܹሺ2ሻ ൌ

min௝∈௃ሺଶሻ ܽଶ௝ ൌ min௝∈ሼଵ,ଶሽ ܽଶ௝ ൌ min	ሼ4,3ሽ ൌ 3; 	ܹሺ3ሻ ൌ

min௝∈௃ሺଷሻ ܽଷ௝ ൌ min௝∈ሼଶ,ଷሽ ܽଷ௝ ൌ min	ሼെ5, െ1ሽ ൌ െ5.  

В результате наилучший гарантированный результат игрока-
лидера равен ܨଵ ൌ maxሼ3,3, െ5ሽ ൌ 3, а реализуют его сразу две 
стратегии– ݅଴ ൌ 1, 2. 

Далее, для той же биматричной игры найдем наилучший га-
рантированный результат лидера в игре Γଶ. Для этого воспользу-
емся теоремой Ю.Б. Гермейера. Найдем фигурирующие в ней 
величины ܭ и ܯ, а для этого нам нужно определить «промежу-
точные» величины. Начнем с наилучшего гарантированного ре-
зультата второго игрока при условии, что первый применяет 
стратегию «наказания» (т.е. ставит себе задачу не максимизиро-
вать свой выигрыш, а минимизировать выигрыш соперника): 

ଶܩ ൌ max
ଵஸ௝ஸଷ

min
ଵஸ௜ஸଷ

ܾ௜௝ ൌ

ൌ max
	
ቄmin

	
ሼܾଵଵ, ܾଶଵ, ܾଷଵሽ ,min	

ሼܾଵଶ, ܾଶଶ, ܾଷଶሽ ,min	
ሼܾଵଷ, ܾଶଷ, ܾଷଷሽቅ ൌ

ൌ max
	
ቄmin

	
ሼ7,7,4ሽ , min

	
ሼ4,7,6ሽ ,min

	
ሼ3,3,6ሽቅ ൌ max

	
ሼ4,4,3ሽ ൌ 4. 

Стратегии, которые обеспечивают ведомому игроку этот ре-
зультат, формируют множество ܧ ൌ Argmax

ଵஸ௝ஸଷ
minଵஸ௜ஸଷ ܾ௜௝ ൌ ሼ1,2ሽ. 

Далее необходимо найти множество ܦଶ ൌ ൛ሺ݅, ݆ሻ|ܾ௜௝ ൐ -ଶൟ тех исܩ

ходов игры, которые дают второму игроку результат, превосхо-
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дящий наилучший гарантированный. Таких ситуаций довольно 
много, отметим в матрицах выигрыша соответствующие эле- 
менты: 

ܣ ൌ ൭
3 6 8
4 3 2
7 െ5 െ1

൱ ܤ	 ൌ ൭
7 4 3
7 7 3
4 6 6

൱  

Величина ܭ представляет собой наибольший выигрыш игро-
ка-лидера в этих ситуациях: ܭ ൌ maxሺ௜,௝ሻ∈஽ ܽ௜௝ ൌ 4. Последняя из 

величин, фигурирующих в условии теоремы Гермейера,– это ве-
личина ܯ ൌ min௝∈ா maxଵஸ௜ஸଷ ܽ௜௝ ൌ minଵஸ௝ஸଶ maxଵஸ௜ஸଷ ܽ௜௝ ൌ 6. Так 

как, согласно этой теореме, ܨଶ ൌ maxሼܯ,ܭሽ ൌ maxሼ4,6ሽ ൌ 6. За-
дача решена!  

В следующем примере применим аналогичные подходы для 
поиска наилучшего гарантированного результата игрока-лидера в 
иерархических играх Γଵ и Γଶ для непрерывной «базовой» игры: 

ܺ ൌ ܻ ൌ ሾ0,1ሿ, ,ݔሺܨ ሻݕ ൌ
ଷ௫

ସ
൅

௬

ଶ
, ,ݔሺܩ ሻݕ ൌ ሺݔ െ  .	ሻଶݕ

Начнем с решения игры Γଵ: ܨଵ ൌ max௫∈௑ min௬∈௒ሺ௫ሻ ,ݔሺܨ  .ሻݕ

Найдем множество наилучших ответов ведомого: ܻሺݔሻ ൌ
ൌ Arg max

௬∈ሾ଴,ଵሿ
ሺݔ െ -ሻଶ. Для того, чтобы найти для каждого возможݕ

ного ݔ максимальное значение функции выигрыша второго игро-
ка, обратим внимание на ее вид: это квадратичная функция, ее 
график – это парабола с ветвями вверх и вершиной в ݕ ൌ   ݔ
(см. рисунок 8.1). 

Максимум этой функции достигается на одном из концов от-
резка ሾ0,1ሿ: 

ܻሺݔሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
,ሼ1ሽۓ 0 ൑ ݔ ൏

1
2
	

	ሼ0; 1ሽ, ݔ ൌ
1
2

ሼ0ሽ,
1
2
൏ ݔ ൑ 1

	. 
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Рисунок 8.1 – Игра ߁ଵ: множество наилучших ответов ведомого  

игрока, в зависимости от стратегии лидера, равно ሼ0ሽ (если ݔ ൏
ଵ

ଶ
ሻ, 

ሼ0; 1ሽ (если ݔ ൌ
ଵ

ଶ
ሻ или ሼ1ሽ (если ݔ ൐

ଵ

ଶ
)  

(наилучшие стратегии отмечены жирными точками) 

Оценка эффективности стратегий игрока-лидера, таким обра-
зом, имеет вид:  

ܹሺݔሻ ൌ min
௬∈௒ሺ௫ሻ

൬
ݔ3
4
൅
ݕ
2
൰ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ݔ3
4
൅
1
2
, 0 ൑ ݔ ൏

1
2
	

	min ൜
ݔ3
4
;
ݔ3
4
൅
1
2
ൠ ൌ

ݔ3
4
, ݔ ൌ

1
2

ݔ3
4
,
1
2
൏ ݔ ൑ 1

. 

На рисунке 8.2 приведен ее график. 

Мы видим, что оценка эффективности стратегий игрока-
лидера является разрывной функцией, и ее точная верхняя грань 

ଶܨ ൌ
଻

଼
 на множестве его стратегий не достигается. Максимум, 

что мы можем сделать – это указать ߝ-эффективную стратегию, с 
точностью ߝ аппроксимирующую оптимальную стратегию: 

ఌݔ ൌ
ଵ

ଶ
െ

ସఌ

ଷ
.  
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Рисунок 8.2 – Игра ߁ଵ: график функции оценки эффективности  
стратегий игрока-лидера 

Теперь решим игру Γଶ для той же базовой игры. Наилучший 
гарантированный результат ведомого: 

ଶܩ ൌ max௬∈ሾ଴,ଵሿ min௫∈ሾ଴,ଵሿሺݔ െ ሻଶݕ ൌ 0,  

а множество ܦ ситуаций, дающих ведомому больший выигрыш, 
имеет вид: 
ܦ ൌ ሼሺݔ, ,ݔሺܩ|ሻݕ ሻݕ ൐ 0ሽ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ ሾ0,1ሿ ൈ ሾ0,1ሿ|ݔ ് -ሽ. Множеݕ

ство ܧ ൌ ሾ0,1ሿ, а величина ܯ ൌ min௬∈ሾ଴,ଵሿ max௫∈ሾ଴,ଵሿ ቀ
ଷ௫

ସ
൅

௬

ଶ
ቁ ൌ

ଷ

ସ
. 

Осталось найти ܭ ൌ supሺ௫,௬ሻ∈஽ ,ݔሺܨ ሻݕ ൌ sup௫ஷ௬ ቀ
ଷ௫

ସ
൅

௬

ଶ
ቁ ൌ

ହ

ସ
൐

ଷ

ସ
ൌ -Именно эта величина и дает оценку наилучшего гаранти .ܯ

рованного результата игрока-лидера, однако, как и в случае  
игры Γଵ, она не достигается (реализующая ее ситуация ሺ1,1ሻ ∉  .(ܦ
При этом можно указать ߝ-оптимальную ситуацию ሺݔఌ, ఌሻݕ ൌ

ቀ1 െ
ସఌ

ଷ
, 1ቁ, реализовать которую игрок-лидер может, используя 

стратегию вида: 

ఌ݂ሺݕሻ ൌ ቄ
,ఌݔ ݕ ൌ ఌݕ
,ݕ ݕ ് 	ఌݕ

. 

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
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Это стратегия «принуждает» ведомого игрока использовать 
именно ту стратегию, которая «нужна» лидеру (то есть ݕఌ) – по-
тому что в том случае, если он попытается использовать какую-
либо иную стратегию, ответом на нее будет ఌ݂ሺݕሻ ൌ -снижаю ,ݕ
щая его выигрыш до минимума. 

Помимо абстрактных игровых взаимодействий двух нерав-
ных партнеров, иерархические игровые модели находят примене-
ние и в микроэкономике. Так, классическая модель дуополии 
Штакельберга, по сути, представляет собой иерархическую игру 
типа Γଵ между двумя фирмами-дуополистами на рынке одного 
товара. Модель Штакельберга предполагает лидерство по объему 
выпуска. Предположим, что фирма 1 – лидер и что она решает 
производить объем выпуска ݕଵ. Фирма 2 в ответ на это выбирает 
объем выпуска ݕଶ. По сути, для модели Штакельберга «базовой» 
стационарной игрой является модель дуополии Курно.  

Как и в примере модели Курно в предыдущем разделе, рас-
смотрим рынок бесконечно делимого товара, на котором работа-
ют две фирмы. Как и раньше, обозначим ݔ, ݕ ∈ ሾ0, ൅∞ሻ	количе-
ства товара, выпускаемого первой и второй фирмами 
соответственно, а ܿଵ, ܿଶ ൒ 0 − себестоимости единицы товара для 
обеих фирм. Пусть спрос является линейным, а предельные из-
держки обеих фирм одинаковы: ܿଵ ൌ ܿଶ ൌ ܿ. Кроме того, допол-
нительно будем предполагать, что ܽ ൒ ܿ (в противном случае 
фирме-ведомой невыгодно было бы производить какой-либо по-
ложительный объем товара). Функции выигрыша фирм – это 
прибыль каждой из них от реализации произведенной продукции: 
,ݔሺܨ ሻݕ ൌ 	 ሺܽ െ ܾሺݔ ൅ ሻݕ െ ܿሻ;ݔ 		ܩሺݔ, ሻݕ ൌ ሺܽ െ ܾሺݔ ൅ ሻݕ െ ܿሻݕ. 

По определению решения игры Γଵ, наилучший гарантирован-
ный результат лидера: ܨଵ ൌ max௫∈௑ min௬∈௒ሺ௫ሻ ,ݔሺܨ  ሻ. Найдемݕ

множество наилучших ответов ведомого:  

ܻሺݔሻ ൌ Arg max
௬∈ሾ଴,ାஶሻ

ሺܽ െ ܾሺݔ ൅ ሻݕ െ ܿሻݕ.  
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Максимизируемая прибыль ведомого игрока – это квадра-
тичная функция, ее график – это парабола с ветвями вниз, следо-
вательно, ее максимум достигается либо в вершине (экстремум, 
точка нуля производной), либо в точке ݕ ൌ 0 (условия первого 
порядка). Найдем производную прибыли ведомого:  

డ

డ௬
ሺܽ െ ܾሺݔ ൅ ሻݕ െ ܿሻݕ ൌ ܽ െ ݕ2ܾ െ ݔܾ െ ܿ. 

Приравняем ее к нулю, найдем экстремум: ܽ െ ݕ2ܾ െ ݔܾ െ

ܿ ൌ 0 ⇔ ݕ ൌ
௔ି௕௫ି௖

ଶ௕
. Это условие дает нам наилучший результат 

ведомого тогда и только тогда, когда ܽ െ ݔܾ െ ܿ ൒ 0, то есть при 

ݔ ൑
௔ି௖

௕
. Для ݔ, больших порогового значения 

௔ି௖

௕
, наилучший 

ответ ведомого – ноль. Таким образом, мы нашли ܻሺݔሻ – так как 
функция выигрыша ведомого игрока строго вогнутая, оно для 
любой стратегии ведущего игрока состоит только из одного эле-
мента: 

ܻሺݔሻ ൌ ሻݔሺݕ ൌ ൞

ܽ െ ݔܾ െ ܿ
2ܾ

, ݔ ൑
ܽ െ ܿ
ܾ

0, ݔ ൐
ܽ െ ܿ
ܾ

	. 

Так как это множество состоит только из одного элемента, то 
оценка эффективности любой стратегии ведущего игрока можно 
получить, просто подставив ݕ ൌ  :ሻ в его прибыльݔሺݕ

ܹሺݔሻ ൌ min௬∈௒ሺ௫ሻ ,ݔሺܨ ሻݕ ൌ ,ݔ൫ܨ   .ሻ൯ݔሺݕ

Имеем: ܹሺݔሻ ൌ ቐ
ቀܽ െ ܾ ቀݔ ൅

௔ି௕௫ି௖

ଶ௕
ቁ െ ܿቁ ,ݔ ݔ ൑

௔ି௖

௕

ሺܽ െ ݔܾ െ ܿሻݔ, ݔ ൐
௔ି௖

௕

	. 

Преобразуем это выражение: 

ܹሺݔሻ ൌ ൞
ሺܽ െ ݔܾ െ ܿሻ

ݔ
2
, ݔ ൑

ܽ െ ܿ
ܾ

ሺܽ െ ݔܾ െ ܿሻݔ, ݔ ൐
ܽ െ ܿ
ܾ

	. 
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Максимум функции ܹሺݔሻ достигается в точке ݔ ൌ
௔ି௖

ଶ௕
, и 

этой точке соответствует выигрыш фирмы лидера, равный 

ቀ௔ି௖
ଶ
ቁ ௔ି௖

ସ௕
ൌ

ሺ௔ି௖ሻమ

଼௕
 – это и есть его наилучший гарантированный 

результат. Таким образом, используя модель иерархической игры 
Γଶ, мы проанализировали модель дуополии Штакельберга. 

Замечание. Полезно сравнить полученные результаты с мо-
делью дуополии Курно. Воспользуемся полученным ранее ре-
зультатом для равновесия Нэша в модели Курно, положив 
ܿଵ ൌ ܿଶ ൌ ܿ. Если ܿ ൏ ܽ, то равновесие симметричное, и равно-
весные стратегии обеих фирм (которые в этом случае равноправ-

ны) имеют вид ቀ
௔ିс

ଷ௕
,
௔ିс

ଷ௕
ቁ. Прибыли фирм также равны между со-

бой и составляют 
ሺ௔ିсሻమ

ଽ௕
. В модели Штакельберга прибыль 

фирмы-лидера равна 
ሺ௔ି௖ሻమ

଼௕
, а объем выпуска– 

௔ି௖

ଶ௕
 (и то, и другое 

больше, чем в модели Курно), прибыль ведомой фирмы 
ሺ௔ି௖ሻమ

ଵ଺௕
,  

а ее объем производства – 
௔ି௖

ସ௕
 (и то, и другое больше, чем в моде-

ли Курно). При этом общий объем производства в модели  

Штакельберга выше, чем в модели Курно: 
ଷ

ସ

௔ିс

௕
 против 

ଶ

ଷ

௔ିс

௕
.  
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9. Позиционные игры с полной информацией 
 
Многие реальные конфликтные ситуации имеют длительный 

характер. Их участники действуют неоднократно и с учетом ин-
формации о предшествующем развитии конфликта. Очевидно, 
что для моделей подобных взаимодействий общие теоремы су-
ществования решения для игр в нормальной форме не позволяют 
находить или даже конкретизировать оптимальное поведение из-
за большого числа возможных стратегий.  

Для решения динамических игр с конечным числом игроков 
часто удобно использовать позиционное представление игры. 
Наиболее простым классом позиционных игр является класс  
конечношаговых позиционных игр с полной информацией. В та-
кой игре на каждом шаге игры делает ход лишь один игрок, име-
ющий полную информацию о текущем состоянии, всех происхо-
дящих действиях и общей структуре игры. Это предположение 
обычно характеризуется как полная информация. Хорошо из-
вестными примерами таких игр являются шашки и шахматы. 

Позиционное представление игры означает, что все взаимо-
действие записывается в виде конечного ориентированного  
графа – дерева, вершины (узлы) которого соответствуют ситуа-
циям, в которых течение игры может измениться. Более конкрет-
но, вершины дерева – это либо ситуации принятия решения ка-
ким-либо одним игроком, либо ситуации, когда течение игры 
может измениться из-за каких-либо неподконтрольных игрокам 
факторов, обобщенно называемых Природой. Наконец, листьям 
дерева – финальным вершинам – соответствуют исходы игры, 
когда взаимодействие игроков завершено и определяются их ито-
говые выигрыши. 

В качестве примера рассмотрим динамическую модифика-
цию игры «Обман на рынке», которая впервые упоминалась еще 
в самом начале учебного пособия (пример 3.1). Покупатель при-
ходит на рынок за яблоками. Продавец, торгующий яблоками, 
использует пружинные весы и может либо честно взвесить для 
покупателя 1 кг яблок, либо подкрутить пружинку и обвесить его 
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(стратегии «честность» и «обман»). Покупатель также имеет две 
стратегии – поверить продавцу или проверить результат взвеши-
вания на контрольных весах. Выигрыши игроков записываются в 
виде матриц10:  

ܣ ൌ ቀ0 0
1 െ1

ቁ ܤ	 ൌ ൮
0 െ

1
2

െ1
1
2

൲. 

Пусть покупатель способен заметить, обвешивает его прода-
вец или нет, и принять решение о своем поведении, уже зная 
стратегию продавца. Иными словами, в рассматриваемой игре 
возникает последовательность ситуаций принятия решения – и 
можно изобразить в виде дерева процесс взаимодействия покупа-
теля и продавца: 

 

Рисунок 9.1 – Дерево игры для позиционного варианта игры  
«Обман на рынке» 

Такая запись очень удобна для записи игр с конечным коли-
чеством ходов. Взаимодействие стартует в вершине дерева под 

—————— 
10 Внимательный читатель может заметить, что эти матрицы немного отли‐
чаются от приводившихся в начале пособия: по сравнению с первым появ‐
лением рассматриваемой модели, они поменялись местами и были транс‐
понированы.  Это  произошло  из‐за  того,  что  теперь  мы  рассматриваем  в 
качестве игрока 1 продавца, а в качестве игрока 2 – покупателя. 
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номером I (договоримся обозначать вершины деревьев римскими 
цифрами), где решение принимает игрок 1 (продавец, его номеру 
соответствует число в вершине). У него есть две стратегии, каж-
дой из которых соответствует свое ребро, ведущее из данной 
вершины в следующую. Выбор им той или иной стратегии при-
водит к тому, что взаимодействие перемещается по соответству-
ющему ребру к следующей ситуации принятия решения. Таким 
образом, описываются все возможные ситуации в виде узлов (т.е. 
нефинальных вершин) дерева. Когда возможности для выбора у 
игроков исчерпаны, их взаимодействие заканчивается и опреде-
ляются выигрыши. Таким ситуациям соответствуют листья дере-
ва – финальные вершины, из которых не исходит ни одного реб-
ра. Каждая финальная вершина соответствует одному профилю 
стратегий – исходу игры, ей приписываются выигрыши игроков 
при таком исходе. 

Интуитивно понятно, что рациональным поведением покупа-
теля и продавца является выбор стратегий, соответствующих от-
меченным ребрам. Однако для того, чтобы понять, почему это на 
самом деле так и определить в целом, что значит «решить пози-
ционную игру», необходимо произвести строгую математиче-
скую формализацию понятия позиционной игры, подобно тому, 
как это делается при построении игры в нормальной форме. 

Сначала приведем определение конечного ориентированного 
дерева – как основного объекта, описывающего процесс взаимо-
действия игроков и их иерархию. Классическое определение де-
рева в теории графов следующее (оно интуитивно понятно). 

Определение 9.1. Ориентированное дерево – это ориентиро-
ванный граф, не содержащий циклов, в котором только одна 
вершина имеет нулевую степень захода (в нее не ведут дуги), 
а все остальные вершины имеют степень захода 1 (в них ве-
дет ровно по одной дуге). Вершина с нулевой степенью захо-
да называется корнем дерева, вершины с нулевой степенью 
исхода (из которых не исходит ни одна дуга) называются 
концевыми вершинами или листьями. 
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Нам это определение понадобится в несколько измененном 
виде. 

Определение 9.2. Конечным деревом называется пара 〈ܺ,  ,〈ߪ
где ܺ – конечное множество вершин, ߪ: ܺ → ܺ – отображе-
ние, которое сопоставляет каждой вершине ее ближайшего 
предшественника, причем: 

 существует единственная начальная вершина ݔ଴, такая, 
что ߪሺݔ଴ሻ ൌ  ;଴ (ей не предшествует никакая друга)ݔ

 существует целое ݈, такое, что ିߪଵሺݔሻ ൌ  ଴ для всехݔ
ݔ ∈ ܺ. 

Второе условие, по сути, является требованием конечности 
дерева, так как минимальное из чисел ݈, удовлетворяющих ука-
занному требованию, является высотой дерева, то есть количе-
ством ярусов в нем.  

Любая вершина ݔ, для которой ିߪଵሺݔሻ ൌ ∅, называется  
финальной вершиной. Множество таких вершин обозначается че-
рез ܶ. А для любой нефинальной вершины (позиции) ݔ множество 
 ሻ представляет собой совокупность последующих за нейݔଵሺିߪ
вершин. Ребра дерева 〈ܺ,  .называются альтернативами 〈ߪ

Теперь можно ввести определение позиционной игры с пол-
ной информацией.  

Определение 9.3. Позиционной игрой с полной информацией 
называется следующая совокупность:  

ܩ ൌ ;ܣ〉 〈ܺ, ;〈ߪ ,ሻݔ௔ሺݑ			 ݔ ∈ ܶ, ܽ ∈ ;ܣ 			ܺ\ܶ ൌራܺ௔

௔∈஺

ݔ∀				; ∈

∈ ܺ଴∃݌ሺݔᇱ|ݔሻ, ᇱݔ			 ∈  .〈ሻݔଵሺିߪ

Как и в случае с игрой в нормальной форме, позиционная иг-
ра с полной информацией есть совокупность нескольких разно-
родных элементов:  



87 

 ܣ ൌ ሼ1,… , ݊ሽ – множество игроков, 

 〈ܺ, -଴ и мноݔ конечное дерево с начальной вершиной – 〈ߪ
жеством ܶ ൌ ሼିߪ|ݔଵሺݔሻ ൌ ∅ሽ финальных вершин; 

 множество ܺ\ܶ – множество нефинальных вершин, на ко-
тором задано разбиение ܴ ൌ ሼܺ଴, ܺଵ, … , ܺ௡ሽ на попарно 
непересекающиеся множества: 

o ܺ௔, ܽ ∈  множество позиций, в которых делает ход – ܣ
игрок ܽ,  

o ܺ଴ – множество позиций, в которых делает ход слу-
чай, для каждого ݔ из этого множества заданы веро-
ятности ݌ሺݔᇱ|ݔሻ ൐ 0, ∑ ሻ௫ᇲ∈ఙషభሺ௫ሻݔ|ᇱݔሺ݌ ൌ 1 перехода 

из позиции ݔ в позиции ݔᇱ ∈  .ሻݔଵሺିߪ

 ݑ௔: ܶ → ܴ – функция выигрыша игрока ܽ. 

Разбиение ܴ ൌ ሼܺ଴, ܺଵ, … , ܺ௡ሽ описывает, кто именно при-
нимает решение в каждой из нефинальных вершин – либо это 
будет игрок ܽ ∈ ݔ для вершин) ܣ ∈ ܺ௔), либо случай (для вершин 

ݔ ∈ ܺ଴). Если корень ݔ଴ дерева, согласно разбиению, попал в 
множество ܺ௔, то игра начинается с выбора игроком ܽ какой-

либо из следующих за ݔ଴ вершин, например, ݔଵ ∈  ଴ሻ. Еслиݔଵሺିߪ
-ଵ оказался финальной вершиной (листом дерева), то игра оконݔ
чена, а игроки получают выигрыши в размере ݑ௔ሺݔଵሻ, ܽ ∈  Если .ܣ
же ݔଵ − нефинальная вершина, то игра продолжается дальше. Ре-

шение принимает игрок ܾ, для которого ݔଵ ∈ ܺ௕, он выбирает 

следующую за ݔଵ вершину ݔଶ ∈  ଵሻ и т.д. Если же в какой-тоݔଵሺିߪ
момент мы попадаем в вершину ݔ ∈ ܺ଴, где делает ход случай, то 
с вероятностью ݌ሺݔᇱ|ݔሻ мы переходим к одной из вершин 

ᇱݔ ∈ -ሻ, в которой продолжаем действовать способом, опиݔଵሺିߪ
санным выше. Если игрок ܽ в вершине ݔ ∈ ܺ௔ выбирает вершину 

ᇱݔ ∈ -ሻ, то будем говорить, что он выбирает соответствуюݔଵሺିߪ
щую альтернативу − ребро дерева, соединяющего вершины ݔ и ݔᇱ. 
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Рассмотрим дерево, изображенное на рисунке 9.2: 

 

Рисунок 9.2 – Пример дерева позиционной игры 

В нем крестиками отмечены финальные вершины, в корне 
дерева делает ход случай, а в остальных вершинах – игроки, при 
этом каждая вершина помечена номером игрока, принимающего 
в ней решение. Очевидно, что для определения хода игры необ-
ходимо, чтобы для каждой вершины, где ход принадлежит игро-
ку, было определено, куда он перейдет дальше. Это приводит к 
необходимости формализации стратегий игроков.  

Определение 9.4. Стратегия игрока ܽ ∈ -это отображе –	ܣ
ние μ௔, определяющее для каждой вершины ݔ ∈ ܺ௔ позицию, 
в которую он перейдет: ∀ݔ ∈ ܺ௔	μ௔ሺݔሻ ∈ σିଵሺݔሻ. Множе-
ство всех стратегий игрока a обозначим через ሼμ௔ሽ.  

Набор стратегий ߤ ൌ ሼμ௔, ܽ ∈ -ሽ называется профилем страܣ
тегий или ситуацией. Для каждого ݔ ∈ ܺ в любой ситуации μ 
можно определить вероятность ݌ሺݔ|μሻ прихода в эту позицию ݔ. 
При этом ݌ሺݔ଴|μሻ ൌ 1 для любого допустимого μ – так как игра 
всегда начинается из вершины дерева. Зная стратегии каждого из 
игроков, мы можем для любой вершины (неважно, терминальной 
или «промежуточной») определить вероятность прихода в нее, 
для этого используется следующая формула. 

Для каждого ݔ ∈ ܺ вероятность прихода ݌ሺݔ|μሻ в вершину ݔ 
определяется рекуррентно: ݌ሺߤ|ݔሻ ൌ ሻ|μሻݔሺσሺ݌ ⋅ ,ሻݔσሺ|ݔሺ݌ μሻ, где 
  ,ݔ ሻ|μሻ – вероятность прихода в вершину-предшественникݔሺσሺ݌
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а ݌ሺݔ|σሺݔሻ, μሻ – вероятность перехода из этого предшественника  
в ݔ. Эта вероятность определяется по-разному для вершин, где 
ходит случай, и вершин, где ход принадлежит игроку. Если в 
вершине σሺݔሻ ходит игрок ܽ ∈ ሻݔσሺ) ܣ ∈ ܺ௔), то вероятность пе-
рейти из σሺݔሻ в ݔ определяется стратегией этого игрока: 

,ሻݔσሺ|ݔሺ݌ μሻ ൌ ൜1, если μ
௔൫σሺݔሻ൯ ൌ ݔ

0, иначе
 9.1

 
То есть, если стратегия μ௔ предписывает игроку ܽ выбрать в 

вершине σሺݔሻ альтернативу, ведущую в ݔ, то вероятность такого 
перехода равна единице (детерминированный переход), в про-
тивном случае вероятность нулевая. При это, как уже говорилось, 
଴|μሻݔሺ݌ ൌ 1 для любого допустимого μ. Если же σሺݔሻ ∈ ܺ଴ – то 
есть в предшествующей ݔ вершине ходит случай – то вероятность 
перехода в нее определяется в соответствии с вероятностями вы-
бора альтернатив, заданными для этой вершины, и не зависят от 

стратегий игроков: ݌ሺݔ|σሺݔሻ, μሻ ൌ  .ሻ൯ݔหσሺݔ൫݌

Проиллюстрируем на примере, как определить вероятность 
попадания в любую вершину дерева позиционной игры. Рассмот-
рим игру, задаваемую деревом: 

 

Рисунок 9.3 – Дерево позиционной игры с пронумерованными вершинами 
и выделенными ребрами (альтернативами), соответствующими  

профилю стратегий ߤ෤ ൌ ൫ሺߤூூ
ଵ , ௏ூூூߤ

ଵ ሻ, ሺߤூூூ
ଶ , ூ௏ߤ

ଶ ሻ൯ ൌ ൫ሺЛ, Лሻ, ሺЦ, Пሻ൯ 
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Все вершины в этом дереве пронумерованы римскими циф-
рами, а выделенные ребра (альтернативы) соответствуют профи-

лю стратегий μ෤ ൌ ቀ൫μ୍୍
ଵ , μ୚୍୍୍

ଵ ൯, ൫μ୍୍୍
ଶ , μ୍୚

ଶ ൯ቁ ൌ ൫ሺЛ, Лሻ, ሺЦ, Пሻ൯. Стра-

тегия первого игрока здесь – это пара ൫μ୍୍
ଵ , μ୚୍୍୍

ଵ ൯ ൌ ሺЛ, Лሻ, то есть 

в вершине II первый игрок выбирает левую альтернативу, и в 
вершине VIII – также левую. У второго игрока стратегия 

൫μ୍୍୍
ଶ , μ୍୚

ଶ ൯ ൌ ሺЦ, Пሻ: в вершине III он выбирает «центральную» 

альтернативу, а в вершине IV – идет «направо». Таким образом, 
стратегии каждого игрока описывают выбираемые им альтерна-
тивы в каждой из вершин, где он делает ход – вне зависимости от 
того, попадет ли он в нее на самом деле или нет. 

Определим вероятности попадания в каждую вершину дере-
ва. Корнем дерева является вершина I, и вероятность попасть в 
нее не зависит от μ෤: ݌ሺI|μ෤ሻ ൌ 1. Зная это, определим вероят- 
ности перехода в вершины, последующие за корнем. В корне  

ход делает случай, поэтому: ݌ሺII|μ෤ሻ ൌ ሺI|μ෤ሻ݌ ⋅ ሺII|Iሻ݌ ൌ 1 ⋅
ଵ

ସ
ൌ

ଵ

ସ
;  

ሺIII|μ෤ሻ݌ ൌ ሺI|μ෤ሻ݌ ⋅ ሺIII|Iሻ݌ ൌ 1 ⋅
ଷ

ସ
ൌ

ଷ

ସ
.  

Вершины первого яруса дерева (то есть те, куда ведут аль-
тернативы из корня) принадлежат множествам выбора разных 
игроков. В вершине II ход делает игрок 1, в его стратегии за по-

ведение в данной вершине отвечает элемент μ୍୍
ଵ ൌ Л.  

Таким образом, он выбирает левую альтернативу, которая 
ведет в вершину IV. Отсюда, согласно формуле 9.1, получаем, что 

ሺIV|μ෤ሻ݌ ൌ ሺII|μ෤ሻ݌ ⋅ ,ሺIV|II݌ μ෤ሻ ൌ
ଵ

ସ
⋅ 1 ൌ

ଵ

ସ
;  

ሺV|μ෤ሻ݌ ൌ ሺII|μ෤ሻ݌ ⋅ ,ሺV|II݌ μ෤ሻ ൌ
ଵ

ସ
⋅ 0 ൌ 0,  

(то есть, в вершину V при рассматриваемом наборе стратегий мы 
не попадем никогда. По аналогичной схеме можно найти вероят-
ности прихода во все остальные вершины. Для вершин, последу-
ющих за III, вероятность перехода определяется в соответствии с 

элементом μ୍୍୍
ଶ ൌ Ц стратегии второго игрока: 



91 

ሺVI|μ෤ሻ݌ ൌ ሺIII|μ෤ሻ݌ ⋅ ,ሺVI|III݌ μ෤ሻ ൌ
ଷ

ସ
⋅ 0 ൌ 0, 

ሺVII|μ෤ሻ݌ ൌ ሺIII|μ෤ሻ݌ ⋅ ,ሺVII|III݌ μ෤ሻ ൌ
ଷ

ସ
⋅ 1 ൌ

ଷ

ସ
, 

ሺVIII|μ෤ሻ݌ ൌ ሺIII|μ෤ሻ݌ ⋅ ,ሺVIII|III݌ μ෤ሻ ൌ
ଷ

ସ
⋅ 0 ൌ 0. 

Рассуждая в том же ключе, для вершин нижнего яруса имеем 
(в вершинах-последователях IV вероятности определяются из 

μ୍୚
ଶ ൌ П, в вершинах-последователях VIII – из μ୚୍୍୍

ଵ ൌ Л):  

ሺIX|μ෤ሻ݌ ൌ ሺIV|μ෤ሻ݌ ⋅ ,ሺIX|IV݌ μ෤ሻ ൌ
ଵ

ସ
⋅ 0 ൌ 0, 

ሺX|μ෤ሻ݌ ൌ ሺIV|μ෤ሻ݌ ⋅ ,ሺX|IV݌ μ෤ሻ ൌ
ଵ

ସ
⋅ 1 ൌ

ଵ

ସ
, 

ሺXI|μ෤ሻ݌ ൌ ሺVIII|μ෤ሻ݌ ⋅ ,ሺXI|VIII݌ μ෤ሻ ൌ 0 ⋅ 1 ൌ 0, 

ሺXII|μ෤ሻ݌ ൌ ሺVIII|μ෤ሻ݌ ⋅ ,ሺXII|VIII݌ μ෤ሻ ൌ 0 ⋅ 0 ൌ 0. 

Итак, мы нашли вероятности перехода в любую из вершин 
при использовании игроками стратегий из заданного профиля μ෤ . 
Если рассмотреть только терминальные вершины, то, зная веро-
ятности прихода в них, можно определить исход игры для любо-
го профиля стратегий. В рассматриваемом примере для профиля 

μ෤  с вероятностью 
ଵ

ସ
 исход игры будет соответствовать терминаль-

ной вершине ܺ, а с вероятностью 
ଷ

ସ
 – терминальной вершине VII.  

Вспомним, что терминальным вершинам приписаны выиг-
рыши игроков при соответствующем исходе игры. Таким обра-
зом, для любого набора стратегий μ для каждого игрока ܽ ∈  ܣ
можно определить вероятностное распределение его выигрыша 
(который, вообще говоря, является случайной величиной). А в 
качестве функции выигрыша игрока, зависящей от всего профиля 
стратегий, разумно взять математическое ожидание его выигры-
ша при соответствующем распределении вероятностей:  

݂௔ሺμሻ ൌ ॱ൫ݑ௔ሺ௫ሻหμ൯ ൌ ෍ݑ௔ሺݔሻ݌ሺݔ|μሻ
௫∈்

. 
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Обратите внимание, что получилось у нас после построения 
функций ݂௔ሺμሻ– определены множества игроков (ܣ) стратегий 
игроков (ሼμ௔ሽ, ܽ ∈ -функции выигрыша на множестве страте ,(ܣ
гий (а не исходов!) игры (݂௔ሺμሻ, ܽ ∈ -Если мы вспомним опре .(ܣ
деление игры в нормальной форме (определение 1.2), то обнару-
жим, что построенных нами элементов достаточно, чтобы 
определить нормальную форму позиционной игры. 

Определение 9.5. Игра ߁ሺܩሻ ൌ ,ሼμ௔ሽ	;ܣ〉 ܽ ∈ ,ሻߤ௔ሺ݂	;ܣ ܽ ∈  〈ܣ
называется нормальной формой позиционной игры ܩ. 

По сути, мы преобразовали позиционную игру как отдельный 
тип математического объекта к уже знакомому нам виду игры в 
нормальной форме. При это в качестве множества стратегий уже 
выступает не числовое множество довольно простой природы 
(конечное множество, как в биматричной игре, или компакт, как 
в непрерывной игре), а совокупность отображений из множества 
вершин в себя. Именно с этим связана основная сложность при 
поиске равновесий Нэша в позиционных играх – для каждого иг-
рока ܽ ∈ -его стратегия μ௔ включает описание поведения в каж ܣ
дой вершине из множества ܺ௔ путем задания альтернативы, ис-
ходящей из этой вершины. Пусть разбиение дерева 〈ܺ, σ〉 на 
множества, где делают ход игроки, таково, что у игрока ܽ во 
множество ܺ௔ входит ݊௔ вершин (пронумеруем их как 
ሺܽ, 1ሻ, … ሺܽ, ݊௔ሻ), и в каждой вершине ݆ (݆ ൌ 1,… , ݊௔) игроку ܽ 
предстоит выбор из ݇ሺܽ, ݆ሻ альтернатив. Тогда стратегии игрока ܽ 

представляют наборы из ݊௔ элементов вида μ௔ ൌ ൫μଵ
௔, … , μ௡ೌ

௔ ൯, где 

на ݅-м месте стоит номер альтернативы, выбираемой игроком в 
вершине ݅. Таким образом, мощность множества стратегий игро-
ка ܽ ∈   :составляет ܣ

|ሼμ௔ሽ| ൌෑ݇ሺܽ, ݆ሻ

௡ೌ

௝ୀଵ

. 
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Тем не менее, для позиционных игр, в которых деревья со-
стоят из не слишком большого количества вершин и альтернатив, 
возможно построить множество стратегий и, следовательно, при-
вести игру к нормальной форме – а потом найти равновесия 
Нэша. В случае с позиционными играми двух лиц нормальной 
формой будет являться биматричная игра, методы решения кото-
рой хорошо знакомы читателю. 

Рассмотрим, как строить нормальную форму позиционной 
игры, на примере. Рассмотрим дерево игры, приведенное на ри-
сунке 9.3, дополненное выигрышами игроков в каждой из терми-
нальных вершин. 

Пример 9.1. Пусть позиционная игра задана следующим  
деревом:  

 

Рисунок 9.4 – Дерево игры (см. рисунок 9.3) с заданными  
для каждой терминальной вершины выигрышами 

Построим ее нормальную форму и найдем равновесия Нэша. 
Для этого надо вначале задать множества стратегий каждого иг-
рока. Оценим, сколько стратегий имеет каждый игрок. Оба они 
делают ход в двух вершинах. При этом у первого игрока в обеих 
вершинах по две альтернативы, что приводит к 4 стратегиям: 
ሼߤଵሽ ൌ ሼПП, ПЛ, ЛП, ЛЛሽ, где каждая стратегия представляет со-
бой пару, на первом месте в которой стоит альтернатива, выбира-
емая в вершине ܫܫ, а на втором – в вершине ܸܫܫܫ. В свою очередь, 
у второго игрока – три альтернативы в вершине ܫܫܫ и две  
в вершине ܸܫ, что приводит в итоге к 6 стратегиям:  
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ሼߤଶሽ ൌ ሼПП, ПЛ, ЦП, ЦЛ, ЛП, ЛЛሽ. Таким образом, нормальная 
форма рассматриваемой позиционной игры представляет собой 
биматричную игру размерности 4 ൈ 6. Для каждой из возможных 
ситуаций игры (всего их 4 ൈ 6 ൌ 24) найдем ожидаемые выиг-
рыши игроков. 

1. (ПП, ПП). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܸ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܫܺ

ଵ

ସ
ሺ8, െ8ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ12,16ሻ ൌ ሺ2, െ2ሻ ൅ ሺ9,12ሻ ൌ ሺ11,10ሻ.  

2. (ПП, ПЛ). Эта пара стратегий приводит к тому же исходу, 
что и предыдущая, так как они отличаются лишь выбором вто-
рым игроком альтернативы в вершине ܸܫ. Однако вероятность 
перейти в эту вершину равна нулю: если ход случая приводит к 
переходу в вершину ܫܫ, то там стратегия первого игрока приводит 
в вершину ܸ, если в вершину ܫܫܫ, то «совместными усилиями» 
обоих игроков игра заканчивается в вершине ܺܫܫ. Ожидаемый 
вектор выигрышей игроков: ሺ11,10ሻ. 

3. (ПП, ЦП). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܸ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܫܸ

ଵ

ସ
ሺ8, െ8ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ0,0ሻ ൌ ሺ2, െ2ሻ.  

4. (ПП, ЦЛ). Эта пара стратегий приводит к тому же исходу, 
что и предыдущая, поэтому вектор ожидаемых выигрышей игро-
ков тот же: ሺ2, െ2ሻ. 

5. (ПП, ЛП). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܸ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܸ

ଵ

ସ
ሺ8, െ8ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ36,െ4ሻ ൌ ሺ2,െ2ሻ ൅ ሺ27,െ3ሻ ൌ ሺ29,െ5ሻ.  
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6. (ПП, ЛЛ). Эта пара стратегий приводит к тому же исходу, 
что и предыдущая, поэтому вектор ожидаемых выигрышей игро-
ков тот же: ሺ29, െ5ሻ. 

7. (ПЛ, ПП). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܸ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܺ

ଵ

ସ
ሺ8, െ8ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ16,12ሻ ൌ ሺ2, െ2ሻ ൅ ሺ12,9ሻ ൌ ሺ14,7ሻ.  

8. (ПЛ, ПЛ). Эта пара стратегий приводит к тому же исходу, 
что и предыдущая. Ожидаемый вектор выигрышей игроков: 
ሺ14,7ሻ. 

9. (ПЛ, ЦП). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܸ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܫܸ

ଵ

ସ
ሺ8, െ8ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ0,0ሻ ൌ ሺ2, െ2ሻ.  

10. (ПЛ, ЦЛ). Эта пара стратегий приводит к тому же исходу, 
что и предыдущая, поэтому вектор ожидаемых выигрышей игро-
ков тот же: ሺ2, െ2ሻ. 

11. (ПЛ, ЛП). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܸ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܸ

ଵ

ସ
ሺ8, െ8ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ36,െ4ሻ ൌ ሺ2, െ2ሻ ൅ ሺ27,െ3ሻ ൌ ሺ29, െ5ሻ.  

12. (ПЛ, ЛЛ). Эта пара стратегий приводит к тому же исходу, 
что и предыдущая, поэтому вектор ожидаемых выигрышей игро-
ков тот же: ሺ29, െ5ሻ. 

13. (ЛП, ПП). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܺ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܫܺ

ଵ

ସ
ሺ0, െ12ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ12,16ሻ ൌ ሺ0,െ3ሻ ൅ ሺ9,12ሻ ൌ ሺ9,9ሻ.  
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14. (ЛП, ПЛ). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине IX, с вероятностью ¾ – в вершине 
XII. Ожидаемый вектор выигрышей игроков: 

ଵ

ସ
	ሺ4,8ሻ ൅

ଷ

ସ
	ሺ12,16ሻ ൌ ሺ1,2ሻ ൅ ሺ9,12ሻ ൌ ሺ10,14ሻ.  

15. (ЛП, ЦП). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܺ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܫܸ

ଵ

ସ
ሺ0, െ12ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ0,0ሻ ൌ ሺ0,െ3ሻ.  

16. (ЛП, ЦЛ). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܺܫ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܫܸ

ଵ

ସ
ሺ4,8ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ0,0ሻ ൌ ሺ1,2ሻ.  

17. (ЛП, ЛП). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܺ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܸ

ଵ

ସ
ሺ0, െ12ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ36,െ4ሻ ൌ ሺ0,െ3ሻ ൅ ሺ27,െ3ሻ ൌ ሺ27,െ6ሻ.  

18. (ЛП, ЛЛ). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܺܫ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܸ

ଵ

ସ
ሺ4,8ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ36,െ4ሻ ൌ ሺ1,2ሻ ൅ ሺ27,െ3ሻ ൌ ሺ28,െ1ሻ.  

19. (ЛЛ, ПП). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܺ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܺ

ଵ

ସ
ሺ0, െ12ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ16,12ሻ ൌ ሺ0,െ3ሻ ൅ ሺ12,9ሻ ൌ ሺ12,6ሻ.  
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20. (ЛЛ, ПЛ). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܺܫ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܺ

ଵ

ସ
ሺ4,8ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ16,12ሻ ൌ ሺ1,2ሻ ൅ ሺ12,9ሻ ൌ ሺ13,11ሻ.  

21. (ЛЛ, ЦП). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܺ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܫܸ

ଵ

ସ
ሺ0, െ12ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ0,0ሻ ൌ ሺ0,െ3ሻ.  

22. (ЛЛ, ЦЛ). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܺܫ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܫܸ

ଵ

ସ
ሺ4,8ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ0,0ሻ ൌ ሺ1,2ሻ.  

23. (ЛЛ, ЛП). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܺ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܸ

ଵ

ସ
ሺ0, െ12ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ36,െ4ሻ ൌ ሺ0,െ3ሻ ൅ ሺ27,െ3ሻ ൌ ሺ27,െ6ሻ.  

24. (ЛЛ, ЛЛ). С вероятностью ¼ эта пара стратегий приведет 
к завершению игры в вершине ܺ, с вероятностью ¾ – в вершине 
 :Ожидаемый вектор выигрышей игроков .ܫܸ

ଵ

ସ
ሺ4,8ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ36,െ4ሻ ൌ ሺ1,2ሻ ൅ ሺ27,െ3ሻ ൌ ሺ28,െ1ሻ.  

Таким образом, рассмотрены все 24 ситуации в игре, полу-
ченные при этом выигрыши игроков в каждой из ситуаций можно 
свести в две следующие матрицы: 
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ܣ ൌ

	 ПП ПЛ ЦП ЦЛ ЛП ЛЛ
ПП
ПЛ
ЛП
ЛЛ

ቌ

11 11 2
14 14 2

2 29 29
2 29 29

9 10 0
12 13 0

1 27 28
1 27 28

ቍ , 

ܤ ൌ

	 ПП ПЛ ЦП ЦЛ ЛП ЛЛ
ПП
ПЛ
ЛП
ЛЛ

ቌ

10 10 െ2
7 7 െ2

െ2 െ5 െ5
െ2 െ5 െ5

9 14 െ3
6 11 െ3

2 െ6 െ1
2 െ6 െ1

ቍ . 

Для каждого игрока можно найти и отметить в матрице его 
выигрыша отображение его наилучшего ответа на стратегии со-
перника: 

ܣ ൌ

	 ПП ПЛ ЦП ЦЛ ЛП ЛЛ
ПП
ПЛ
ЛП
ЛЛ

ቌ

11 11 2
14 14 2

2 29 29
2 29 29

9 10 0
12 13 0

1 27 28
1 27 28

ቍ , 

ܤ ൌ

	 ПП ПЛ ЦП ЦЛ ЛП ЛЛ
ПП
ПЛ
ЛП
ЛЛ

ቌ

10 10 െ2
7 7 െ2

െ2 െ5 െ5
െ2 െ5 െ5

9 14 െ3
6 11 െ3

2 െ6 െ1
2 െ6 െ1

ቍ. 

Применяя обсуждавшийся еще в разделе 2 способ поиска 
равновесий в биматричных играх, получаем, что в рассматривае-
мой игре два равновесия в чистых стратегиях – (ПЛ, ПП) и (ПЛ, 
ПЛ). Они приводят к одинаковому завершению игры (вероятно-
стью ¼ в вершине V, с вероятностью ¾ в вершине XI) и гаранти-
руют игрокам одинаковый ожидаемый выигрыш – 14 единиц 
первому игроку, 7 единиц второму игроку. 

Приведенный способ поиска равновесий в позиционных иг-
рах с полной информацией крайне трудозатратен и, вообще гово-
ря, его результат получается неоднозначным. Как правило, после 
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приведения позиционной игры к нормальной форме (что само по 
себе занимает много времени) в получающейся биматричной игре 
существует довольно большое количество равновесий Нэша, со-
ответствующих одному и тому же исходу игры. Это может запу-
тать исследователя, желающего понять, как должны вести себя 
игроки: ведь есть сразу несколько равновесных ситуаций в игре, 
дающих игрокам один и тот же выигрыш – как среди них выбрать 
«наилучшее», наиболее «равновесное» равновесие? Оказывается, 
для этого необходимо «ужесточить» требования к концепции ре-
шения игры, и вместо обычного равновесия Нэша искать совер-
шенное подыгровое равновесие (эквивалентный термин– равно-
весие, совершенное по подыграм). Это более сильное понятие, 
чем просто равновесие Нэша – всякое СПР является равновесием 
Нэша, однако, чтобы стать совершенным подыгровым, «простое» 
равновесие Нэша должно удовлетворять дополнительным требо-
ваниям. Для того, чтобы их сформулировать, введем понятие 
подыгры для позиционной игры ܩ. 

Определение 9.6. Для любой вершины ݖ ∈ ܺ позиционной 
подыгрой, начинающейся из ݖ, называется совокупность 
ሺ〈ܺ௭, ,〈௭ߪ ܺ௭଴, ܺ௭௔, ,௭௔ݑ ܽ ∈ ሻ, где ܺ௭ܣ ൌ ሼݔ ∈ ܺ	|∃݈ ൒ 0: ሻݔ௟ሺߪ ൌ  ,ሽݖ
на ܺ௭, ܺ௭௔ ߪ ௭ есть сужениеߪ ൌ ܺ௔ ∩ ܺ௭, ܽ ∈ ܣ ∪ ሼ0ሽ,  
а ݑ௭௔ሺݔሻ ൌ ݔ ሻ для всехݔ௔ሺݑ ∈ ܺ௭ ∩ ܶ. 

Смысл этого определения прост, несмотря на некоторую его 
громоздкость. Позиционная подыгра соответствует «редуциро-
ванному» взаимодействию игроков, которое начинается не из 
корня дерева исходной игры, а их вершины ݖ. Иными словами, 
подыгра – это позиционная игра, деревом которой является под-
дерево 〈X୸, ,ܺ〉 ୸〉 исходного дереваߪ σ〉 с корнем в ݖ ∈ ܺ. 

Например, если рассмотреть игру, приведенную на рисун-
ке 9.4, то для нее подыгрой, начинающейся в вершине III, будет 
позиционная игра с деревом, выделенным сплошным овалом.  
В свою очередь, дерево подыгры, начинающейся в вершине II, 
выделено пунктиром (см. рисунок 9.5). 
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Рисунок 9.5 – Подыгры ܩூூ и ܩூூூ для игры ܩ, дерево которой  
было представлено на рисунке 9.4 

Таким образом, любая подыгра сама по себе является пози-
ционной игрой. Поэтому для нее необходимо также задать стра-
тегии игроков – ими будут являться сужения исходных стратегий 
игроков (в «большой» игре) на редуцированное множество вер-
шин, где они принимают решения в рамках подыгры. Пусть 
μ ൌ ሺμ௔, ܽ ∈ -ሻ – ситуация в исходной игре, тогда через μ௭ обоܣ
значим ее «сужение» на ܺ௭, а через ݑ௔ሺμ௭ሻ – выигрыш игрока ܽ в 
ситуации ߤ௭. Так мы получили нормальную форму подыгры: 

Γሺܩ௭ሻ ൌ ;ܣ〉 ሼߤ௭ሽ, ,௭ሻߤ௭௔ሺݑ ܽ ∈  .〈ܣ

Например, нормальная форма подыгры G୍୍ (см. рисунок 9.5) 
имеет следующий вид. Множество игроков ܣ ൌ ሼ1,2ሽ, каждый из 
них ходит в одной вершине и имеет там две альтернативы. Таким 
образом, множество стратегий первого игрока – ሼЛ, Пሽ, такой же 
вид имеет и множество стратегий второго игрока. Матрицы вы-
игрыша игроков: 

ܣ ൌ
	 Л П
Л
П

ቀ4 0
8 8

ቁ	ܤ ൌ
	 Л П
Л
П

ቀ 8 െ12
െ8 െ8

ቁ. 

В этой подыгре можно найти равновесие – им является ситу-
ация ሺП, Лሻ – то есть в вершине II первый игрок выбирает правую 
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альтернативу, а в вершине IV второй игрок выбирает левую аль-
тернативу. Внимательный читатель в этот момент вспомнит, что 
в исходной игре было равновесие (ПЛ, ПЛ), в котором в верши-
нах II и IV игроки вели себя точно также, как и в найденном рав-
новесии подыгры, включающей эти вершины. Более того, если 
мы рассмотрим подыгру, начинающуюся из вершины IV (там бу-
дет всего один игрок – второй), то в ней оптимальной стратегией 
единственного игрока будет выбор левой альтернативы, что так-
же совпадает с сужением равновесия (ПЛ, ПЛ) на эту подыгру. 
Таким образом, особенностью ситуации (ПЛ, ПЛ) в исходной иг-
ре является то, что она не только сама по себе является равнове-
сием, то и ее сужение на любую подыгру также будет в этой 
подыгре равновесием. Именно в этом и заключается «подыгровое 
совершенство» равновесия (ПЛ, ПЛ). 

Определение 9.7. Набор стратегий ̅ߤ ൌ ሺμത௔, ܽ ∈ -ሻ называܣ
ется совершенным подыгровым равновесием в игре ܩ, если 
для каждого ݖ ∈ ܺ набор ̅ߤ௭ ൌ ሺμത௭௔, ܽ ∈  ሻ, где μത௭௔ – сужениеܣ
стратегии μത௔ на подыгру ܩ௭, является равновесием Нэша в 
игре Γሺܩ௭ሻ. 

В отличие от равновесия (ПЛ, ПЛ), второе равновесие – (ПЛ, 
ПП) – подобным свойством не обладает. Более того, наиболее 
распространенной являются ситуации, когда в позиционной игре 
много «обычных» равновесий Нэша, однако совершенное подыг-
ровое равновесие всего одно. Это позволяет воспринимать как 
решение позиционной игры, в первую очередь, именно СПР, от-
давая ему предпочтение по сравнению с прочими равновесиями. 

Помимо того, что СПР является своего рода «супер-
равновесием», и того, что количество СПР обычно заметно 
меньше, чем количество равновесий Нэша в нормальной форме 
позиционной игры, у СПР есть еще одно «достоинство». Дело в 
том, что для его поиска не обязательно строить нормальную 
форму игры, и достаточно ограничиться деревом развернутой 
формы. Благодаря замечательному алгоритму, разработанному 
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Гарольдом Куном11 в 1953 году (а для случая многошаговых ан-
тагонистических игр – в 1913 году Эрнстом Цермело12), поиск 
совершенного подыгрового равновесия можно проводить прямо 
«на дереве» игры в развернутой форме. 

Алгоритм определения совершенного подыгрового  
равновесия (алгоритм Куна) 

Алгоритм Куна представляет собой последовательность ре-
дукций игры ܩ.  

Шаг 1. Рассмотрим множество ܼଵ предфинальных вершин – 
то есть таких, для которых все последующие вершины являются 
финальными:  

ܼଵ ൌ ሼݔ|σିଵሺݔሻ ⊆ ܶሽ. 

Для каждой вершины ݔ ∈ ܼଵ действуем следующим образом. 

1) Если в данной вершине ходит игрок ܽ ∈ 	 то есть) ܣ
ݔ ∈ ܼଵ ∩ ܺ௔), то находим его наилучший выбор в этой вершине: 
μ௔ሺݔሻ ∈ max௬∈஢షభሺ௫ሻ݃ݎܣ ݑ

௔ሺݕሻ и доопределяем вектор выигры-

шей игроков в вершине ݑሺݔሻ ൌ ൫ݑ௕ሺݔሻ, ܾ ∈ ൯ܣ ≝ 	,ሻ൯ݔ௕൫μ௔ሺݑ
	ܾ ∈   .ሻܣ

2) Если в данной вершине ходит случай (ݔ ∈ ܼଵ ∩ ܺ଴), то 
приписываем этой вершине среднее значение вектора выигрышей 
среди возможных альтернатив:  

ሻݔሺݑ ൌ ෍ ሻݕሺݑሻݔ|ݕሺ݌
௬∈஢షభሺ௫ሻ

. 

—————— 
11 Гарольд Уильям Кун (29 июля 1925 – 2 июля 2014) – американский мате‐
матик,  известный работами  в  теории игр,  лауреат  премии фон Неймана  в 
1980  году  (совместно  с  Д. Гейлом  и  А.У. Таккером).  Помимо  приводимого 
здесь алгоритма, а также Теоремы об эквивалентности смешанных и пове‐
денческих  стратегий,  его имя носят условия Каруша‐Куна‐Таккера и  теоре‐
тико‐игровая модель покера Куна. 
12  Эрнст  Фридрих  Фердинанд  Цермело  (27  июля  1871  –  21  мая  1953)  – 
немецкий математик,  внесший  значительный  вклад  в  теорию множеств  и 
создание аксиоматических оснований математики. 
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После этого переходим к следующей предфинальной вер-
шине ݔᇱ, проделываем аналогичную процедуру для нее, и т.д.  
В результате получена редуцированная игра с множеством фи-
нальных вершин ܼଵ – то есть на один «ярус» меньше, чем было в 
исходной игре. По сути дела, мы «сыграли» последний шаг игры 
за игроков, определив их оптимальное поведение на этом шаге.  
А полученное дерево представляет собой позиционную игру, 
укороченную на один шаг по сравнению с исходной, однако вы-
игрыши игроков в ней таковы, как если бы этот «исключенный» 
шаг в игре был, и они действовали бы на нем оптимально с точки 
зрения исходной игры.  

Шаг 2. Для редуцированной игры действуем аналогично ша-
гу 1: находим множество нефинальных вершин ܼଶ, для которых 
все последующие вершины в новом дереве являются финальны-
ми. В это множество войдут все вершины из множества ܼଵ,  
а также некоторые финальные вершины исходной игры:  
ܼଶ ൌ ሼିߪ|ݔଵሺݔሻ ⊆ ܶ ∪ ܼଵሽ. Для каждой вершины x этого множе-
ства аналогично пунктам 1) и 2) определяем выборы μ௔ሺݔሻ при 
ݔ ∈ ܺ௔ и вектор выигрышей ݑሺݔሻ. Далее аналогично продолжаем 
этот процесс для множеств ܼଷ ൌ ሼିߪ|ݔଵሺݔሻ ⊂ ܶ ∪ ܼଵ ∪ ܼଶሽ, 	ܼସ ൌ
ሼିߪ|ݔଵሺݔሻ ⊂ ܶ ∪ ܼଵ ∪ ܼଶ ∪ ܼଷሽ и т.д., пока очередное множество 
ܼ௟ не будет состоять только из начальной вершины ݔ଴. При этом 
полученная ситуация μ ൌ ሺμ௔, ܽ ∈ -ሻ будет совершенным подыгܣ
ровым равновесием исходной игры ܩ.  

Теорема 9.1. В любой конечной позиционной игре с полной 
информацией существует совершенное подыгровое равновесие. 
Соответствующие стратегии и выигрыши игроков задаются 
алгоритмом Куна. 

Доказательство этой теоремы носит конструктивный характер 
и базируется как раз на самом алгоритме Куна. На каждом шаге 
алгоритма мы в явном виде указываем элементы равновесных 
стратегий игроков, а завершение алгоритма гарантирует конеч-
ность дерева – ведь максимальное число итераций в алгоритме Ку-
на не может превышать высоту дерева игры в развернутой форме.  
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Проиллюстрируем работу алгоритма Куна на примере той же 
самой игры, что и раньше (ее дерево – на рисунке 9.4).  

На первом шаге рассматриваем предфинальные вершины на 
предпоследнем ярусе дерева – вершины IV и XIII. В вершине	IV 
ходит второй игрок, и для него наиболее выгодной из двух воз-
можных альтернатив является левая – ведь там он получает 
8 единиц полезности против –12 для правой альтернативы. По-
этому в СПР-стратегии второго игрока выбором второго игрока в 
вершине IV является альтернатива Л, а самой вершине при ре-
дукции дерева приписывается вектор выигрышей ሺ4,8ሻ. Для вер-
шины XIII действуем аналогично: в ней ходит первый игрок,  
для которого предпочтительной альтернативой является левая 
(16 единиц выигрыша против 12). При редукции дерева вершине 
припишется вектор выигрышей ሺ16,12ሻ. На этом первый шаг ал-
горитма окончен, в редуцированном дереве множество терми-
нальных вершин – ሼIV, V, VI, VII, VIIIሽ. Выигрыши в вершинах 
V, VI, VII те же, что и в исходном дереве, а в вершинах IV и VIII 
они были только что определены. На рисунке 9.6 первому шагу 
алгоритма соответствуют выделенные ребра дерева и векторы 
выигрышей. 

На шаге 2 множество предфинальных вершин – II и III.  
В вершине II ходит первый игрок, выбирающий из двух альтер-
натив: левая дает ему выигрыш 4 единицы, правая – 8 единиц (ее 
он и выбирает). В вершине III ходит второй игрок, выбирающий 
из трех альтернатив: левая дает ему выигрыш –4 единицы, цен-
тральная – 0 единиц, а правая – 12 единиц. Поэтому второй игрок 
выберет именно правую альтернативу. Этому шагу алгоритма 
соответствуют ребра и выигрыши, выделенные на рисунке 9.6. 

На третьем шаге остается только одна предфинальная вер-
шина – корень дерева, в котором ходит случай. Таким образом, 
вектор выигрышей игроков равен математическому ожиданию 

выигрышей: 
ଵ

ସ
ሺ8, െ8ሻ ൅

ଷ

ସ
ሺ16,12ሻ ൌ ሺ14,7ሻ, а совершенное 

подыгровое равновесие – это ситуация (ПЛ, ПЛ). Таким образом, 
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алгоритм Куна позволил нам подтвердить полученный ранее  
результат. 

 

Рисунок 9.6 – Применение алгоритма Куна к игре,  
дерево которой приводилось на рисунке 9.4.  

Выделены элементы, выбиравшиеся на первом и втором шагах 

Совершенное подыгровое равновесие является устойчивым к 
малым случайным ошибкам игроков. Иными словами, если игро-
ки могут ошибаться, принимая решения в «своих» вершинах, с 
небольшой вероятностью выбирая не ту альтернативу, которую 
запланировали, то в «новой» игре с возможностью ошибки СПР 
будет по-прежнему соответствовать равновесию в исходной. 
Формально, рассмотрим возмущение игры ܩ. В каждой позиции 
игрока ܽ с вероятностью 1 െ ε реализуется намеченная им аль-
тернатива, а с вероятностью ε равновероятно реализуется любая 
другая альтернатива (т.е. после данной вершины «появляется» 
еще одна, где делает ход случай, а вероятности перехода опреде-
лены указанным образом). Любая вершина исходной игры в воз-
мущенной игре ܩக реализуется с положительной вероятностью 
при любых стратегиях игроков. 

Теорема 9.2. Пусть в исходной позиционной игре ܩ суще-
ствует единственное совершенное подыгровое равновесие. Тогда 
для любого достаточно малого ߝ ൐ 0 в игре ߝ_ܩ существует 
единственное равновесие Нэша, совпадающее с совершенным 
подыгровым равновесием исходной игры. 



106 

Доказательство повторяет схему алгоритма Куна. В любой 
предфинальной позиции ݔ ∈ ܼଵ ∩ ܺ௔ существует единственный 
наилучший выбор μ௔ሺݔሻ игрока ܽ, отвечающий совершенному 
подыгровому равновесию. В любой ситуации равновесия μො при 
достаточно малых ߝ ൐ 0 μො௔ሺݔሻ ൌ μ௔ሺݔሻ, поскольку вероятность 
перехода в вершину ݔ положительна и любой другой выбор при-
ведет к строго меньшему выигрышу. Далее рассматриваются 
вершины из ܼଶ, ܼଷ, . .., проводятся аналогичные рассуждения по 
индукции и доказывается, что μො௔ ≡ μ௔. 

Следствие. Пусть в позиционной игре ܩ существует един-
ственное совершенное подыгровое равновесие. Тогда игра в нор-
мальной форме Γሺܩሻ разрешима по доминированию, а выигрыши 
݂௔ሺߤሻ, соответствующие совершенному подыгровому равнове-
сию, задаются алгоритмом Куна. 
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10. Позиционные игры с неполной информацией 
 

Рассмотрим задачу «Встреча в городе». Два студента, Аня и 
Боря (игроки А и Б), договорились пойти в Малый Театр. Билеты 
куплены, и за час до встречи они садятся в метро в разных райо-
нах Москвы. Театр находится на станции метро Площадь Рево-
люции. К сожалению, они забыли договориться, где встречаться: 
в метро или у входа в театр. Телефонов у них нет. Что они будут 
делать? У каждого два варианта действий: ждать в метро (М) или 
у театра (Т). Если они пойдут в разные места, то опоздают на 
спектакль. Матрицы выигрышей имеет вид: 

ܣ ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ ܤ	 ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ. 

В этой игре два равновесия: (M, M) и (T, T), причем ни у од-
ного из игроков нет доминирующих стратегий. При расчете рав-
новесий мы предполагали, что когда Аня и Боря принимают ре-
шения, между ними отсутствует связь; следовательно, на момент 
принятия решения Боря не знает о решении Ани, и наоборот. 
Есть два эквивалентных способа записать эту игру как позицион-
ную: 

 

Слева – дерево игры, в которой Аня делает первый ход, но 
Боря не знает, какой ход она сделала. Т.е. на момент принятия 
решения Боря не различает, в какой из своих двух вершин он 
находится. Это предположение достигается объединением двух 
вершин, в которых Боря делает ход, в одно информационное 
множество.  
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Справа показан альтернативный способ записи той же игры, 
где первый ход делает Боря, а Аня не различает вершины.  

Определение 10.1. Пусть ߁	– игра в развернутой форме. 
Информационное множество игрока ݅ есть совокупность 
вершин, в которых этот игрок делает ход, со следующими 
свойствами: 

1. Каждая вершина игрока ݅ содержится в одном и ровно 
одном информационном множестве 

2. Пусть ݄௜–	информационное множество игрока ݅. Во всех 
вершинах, входящих в ݄௜, игроку доступен один и тот же 
набор действий ݈ܣሺ݄௜ሻ. 

Информационное множество − это совокупность состояний 
игры, которые игрок не различает между собой. Информацион-
ное множество не должно содержать двух позиций, принадлежа-
щих одному пути, соединяющему начальную вершину с некото-
рой финальной. Пронумеруем эти множества для каждого игрока 

и обозначим И.М. под номером ݆ игрока ܽ как ܼ௔௝.  

Как и в игре с полной информацией, в произвольной позици-
онной игре: 

ܩ ൌ ;ܣ〉 〈ܺ, ;〈ߪ ,ሻݔ௔ሺݑ	 ݔ ∈ ܶ, ܽ ∈ ;ܣ 	ܺ\ܶ ൌራܺ௔

௔∈஺

ݔ∀	;

∈ ܺ଴	∃݌ሺݔᇱ|ݔሻ, ᇱݔ ∈  .〈ሻݔଵሺିߪ

Обозначения те же, что и раньше, однако для каждого ܽ ∈  ܣ
задано разбиение на информационные множества: 

ܺ௔ ൌ ⋃ ܼ௔௝௝∈௃ೌ . 

Каждое из множеств ܼ௔௝ содержит позиции с одинаковым 
числом ݇ሺ݆ሻ альтернатив (последующих вершин). Альтернативы 

в каждой позиции ݔ ∈ ܼ௔௝ пронумерованы слева направо числами 
от 1 до ݇ሺ݆ሻ.  
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Обозначим ݈ܣ௔௝ ൌ ሼ1, 	 … , 	݇ሺ݆ሻሽ	множество альтернатив для 

информационного множества ܼ௔௝ игрока ܽ ∈  .ܣ

Определение 10.2. Чистой стратегией игрока ܽ ∈ -называ	ܣ
ется отображение μ௔, определяющее для каждого информа-

ционного множества ܼ௔௝ альтернативу μ௔ሺܼ௔௝ሻ ∈ -௔௝, ко݈ܣ
торую игрок выбирает в любой из вершин этого множества. 

Набор таких стратегий μ ൌ ሺμ௔, ܽ ∈ -называется ситуа	ሻܣ
цией. 

Для позиционных игр общего вида определение совершенно-
го подыгрового равновесия имеет такой же вид, как и в случае 
позиционных игр с полной информацией. Однако в этом случае 
подыгры перебираются с учетом информационных множеств.  

Для иллюстрации того, как будет выглядеть поиск СПР в по-
зиционных играх общего вида, рассмотрим пример применения 
теории игр к военному делу, приведенный Захаровым – игра 
«Сжигание мостов». Генерал должен защищать город на берегу 
реки. До того, как враг нападает, генерал принимает решение, 
сжигать мост, соединяющий город с другим берегом (B), или нет 
(N). В городе расквартированы два подразделения, которыми ко-
мандуют подчиненные генерала. Они могут наблюдать действия 
начальника, однако поведение друг друга им остается неизвест-
ным до момента завершения сражения. После того, как генерал 
решает, что делать с мостом, решение принимает первый коман-
дир: он решает, бежать или нет с поля боя. Последним решение 
принимает командир второго подразделения, он также решает, 
следует ли его бойцам отступить или сражаться до конца, однако 
решение первого командира при этом ему неизвестно. Для защи-
ты города достаточно хотя бы одного отряда: если город прикры-
вает один отряд, он ценой собственных жизней удерживает его, 
если же отрядов два, то они оба несут потери, но значительно ме-
нее тяжелые, чем понесли бы, защищаясь в одиночку. Выигрыш 
генерала равен 1 единице полезности, если город удается удер-
жать (т.е., в нем остается хотя бы одно подразделение), и 0, если 
город сдается врагу (все защитники бежали). 
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В случае, когда мост не разрушен, отступить из города не со-
ставляет труда. Взаимодействие командиров в этом случае пред-
ставляет собой игру на координацию: если они оба отступят, то 
получат по 3 единицы полезности (все будут живы, но покрыты 
позором), если оба решат биться – по 3 единицы (бой будет вы-
игран, но не все солдаты в подчинении командиров выживут). 
Если же один командир бежит с поля боя, а другой останется 
сражаться в одиночку, то бежавший командир получит 5 единиц 
полезности (город все равно выстоит, но его подразделение не 
пострадает), а сражающийся – лишь 2 единицы (он удержит го-
род, но потеряет своих людей). Если же генерал разрушает мост, 
то отступление связано с потерей дополнительных двух единиц 
полезности: ведь теперь им необходимо восстанавливать мост, 
чтобы бежать. При этом на потери и выигрыши оставшегося в 
городе подразделения состояние моста не влияет. 

Изобразим взаимодействие игроков в виде дерева: 

 

Рисунок 10.1 – Дерево игры «Сжигание мостов» 

Здесь возможны всего две подыгры – одна соответствует ре-
шению Генерала сжечь мост (левое поддерево, корень – 
вершина I), другая – решению оставить мост (правое поддерево, 
корень – вершина II). Так как второй командир не различает меж-
ду собой вершины, входящие в одно информационное множество 
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(это пары вершин III/IV из множества ܼଶଵ и пара V/VI из множе-
ства ܼଶଶ), то подыгр с деревьями, начинающихся из любой из 
этих вершин, не существует. 

Для каждой из этих подыгр запишем нормальную форму и 
найдем равновесие. Если генерал не сжигает мост, выигрыши ко-
мандиров в зависимости от принимаемых ими решений таковы: 

Сܣ ൌ
	 Б С
Б
С

ቀ૜ ૞
2 4

ቁ							ܤС ൌ
	 Б С
Б
С

ቀ૜ 2
૞ 4

ቁ	. 

В этой биматричной игре равновесием Нэша (и равновесием 
в доминирующих стратегиях) является ситуация, в которой оба 
командира предпочитают бежать. Если же мост сожжен, выиг-
рыши командиров можно записать в виде другой пары матриц: 

Нܣ ൌ
	 Б С
Б
С

ቀ1 3
2 4

ቁ	ܤН ൌ
	 Б С
Б
С

ቀ1 2
3 4

ቁ	. 

А вот в этой игре равновесием Нэша (и – вновь! – равновеси-
ем в доминирующих стратегиях) является ситуация, в которой 
оба командира предпочитают сражаться. Таким образом, сжига-
ние генералом моста приведет при использовании его подчинен-
ными СПР-стратегий к его выигрышу в 1 единицу (город удер-
жан), а сохранение моста – к нулевому выигрышу (город 
потерян), очевидно, что его равновесная стратегия – сжечь мост. 
На дереве игры СПР будет иметь вид, представленный на рисун-
ке 10.2. 

Обратите особое внимание на отмеченные ребра дерева для 
вершин III–VI, в которых ход делает второй командир. Так как 
вершины III и IV входят в одно информационное множество, то 
игрок в них делает один и тот же ход. То же справедливо и для 
пары вершин V и VI. При этом если бы второй командир мог раз-
личать вершины в рамках каждого информационного множества, 
СПР (и исход взаимодействия) был бы тем же! Так в чем же от-
личие?  
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Рисунок 10.2 – Дерево игры «Сжигание мостов»  
с отмеченным на нем совершенным подыгровым равновесием 

Для ответа на этот вопрос полезно будет записать множества 
стратегий всех игроков как для рассматриваемой игры, так и для 
ее модификации с полной информацией. Для Генерала это 
ܵГ ൌ ሼС, Нሽ, для Первого командира – ଵܵ ൌ ሼББ, БС, СБ, ССሽ, где на 
первом месте стоит его решение в вершине I, а на втором в вер-
шине II. В обеих модификациях игры эти множества стратегий 
одинаковые. А вот у Второго командира они множества страте-
гий разные. В игре общего вида имеем: ܵଶ ൌ ሼББ, БС, СБ, ССሽ, где 
на первом месте стоит его решение в информационном множе-
стве ܼଶଵ ൌ ሼIII, IVሽ, а на втором в информационном множестве 
ܼଶଶ ൌ ሼV, VIሽ. Если же он в состоянии различать вершины, то 
множество его стратегий увеличивается в четыре раза (квадра-
тично!):  

ሚܵଶ ൌ ൞

ББББ, БББС, ББСБ, ББСС,
БСББ, БСБС, БССБ, БССС,
СБББ, СББС, СБСБ, СБСС,
ССББ, ССБС, СССБ, СССС,

ൢ. 

В этой записи буквы последовательно «кодируют» поведение 
игрока в каждой из теперь уже четырех ситуаций, где он принима-
ет решение, соответствующих вершинам III–VI. Например, страте-
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гия СББС означает следующее: «В вершине III сдаваться, в вер-
шине IV биться, в вершине V биться, в вершине VI сдаваться». 

В свете полученных результатов на первый взгляд «одинако-
вые» СПР в исходной игре и ее модификации с полной информа-
цией приобретают абсолютно различный вид – хотя на дереве 
они соответствует набору из одних и тех же ребер. Запишем их 
формально: в исходной игре СПР имеет вид ሺС, СБ, СБሻ, а в моди-
фицированной – ሺС, СБ, ССББሻ. «Удвоение» стратегий у второго 
командира произошло как раз из-за того, что в модифицирован-
ной игре он различает вершины. 

Смешанные стратегии в позиционных играх 

Для позиционных игр, так же, как и для стационарных, мож-
но определить понятие смешанных стратегий.  

Определение 10.3. Смешанной стратегией ߨ௔ игрока 	
ܽ ∈ -называется вероятностное распределение на множе	ܣ

стве ሼߤ௔ሽ	его чистых стратегий, ставящее в соответствие 
каждой стратегии ߤ௔ вероятность ߨఓೌ

௔  ее выбора. 

Ситуация в смешанных стратегиях определяет вероятностное 
распределение на множестве T финальных позиций: 

πሻ|ݔሺ݌ ൌ෍൭ෑπஜೌ
௔

௔∈஺

൱݌ሺݔ|μሻ
ஜ

. 

Выигрыш игрока a в ситуации ߨ определяется как 
мат.ожидание ݑ௔ሺπሻ ൌ ॱሺݑ௔ሺݔሻ|ߤሻ ൌ ∑ ்∋ሻ௫ߨ|ݔሺ݌ሻݔ௔ሺݑ . Этот 
способ введения смешанных стратегий аналогичен случаю игр в 
нормальной форме. Он здесь не слишком эффективен, поскольку 
даже для небольших деревьев число возможных чистых страте-
гий может быть очень велико.  

Более эффективным является следующий подход, связанный 
с понятием стратегии поведения (поведенческой стратегии). Рас-
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смотрим ситуацию, когда игрок выбирает вероятностное распре-
деление на альтернативах для каждого своего информационного 
множества. Определившись с распределением, он проводит ран-
домизацию, пользуясь им. При этом предполагается, что случай-
ный выбор альтернатив в различных информационных множе-
ствах производится независимо.  

Определение 10.4. Стратегией поведения a игрока a называ-
ется отображение, которое каждому информационному 

множеству ܼ௔௝, ݆ ∈   ௔, сопоставляет наборܬ

൫݌௞
௔௝; ݇ ൌ 1,… ݇ሺ݆ሻ൯: 	෍ ௞݌

௔௝ ൌ 1; ௞݌
௔௝ ൒ 0; ݇ ൌ 1,…݇ሺ݆ሻ

௞ሺ௝ሻ

௞ୀଵ

, 

причем ݌௞
௔௝ − вероятность выбора альтернативы ݇ ∈  ௔௝݈ܣ

в любой позиции множества ܼ௔௝. 

Любая ситуация β ൌ ሺβ௔; ܽ ∈  ሻ в стратегиях поведенияܣ
определяет вероятностное распределение на множестве позиций: 

σሺݔሻ ∈ ܼ௔௝; ݔ ൌ ξሺσሺݔሻ, ݇ሻ; ݇ ∈ ௔௝݈ܣ

⇓
βሻ|ݔሺ݌ ൌ ௞݌ሻ|βሻݔሺσሺ݌

௔௝
. 

Определение 10.5. Позиция ݔ ∈ ܺ௔ игрока ܽ называется воз-
можной для смешанной стратегии π௔ (чистой стратегии 

μ௔), если существует такая ситуация π	(μ), содержащая	π௔ 

(μ௔), что ݌ሺݔ|πሻ ൐ 	μሻ|ݔሺ݌)	0 ൐ 	0). 

Определение 10.6. Информационное множество ܼ௔௝игрока 
ܽ	называется существенным для смешанной стратегии π௔ 

(чистой стратегии μ௔), если некоторая позиция ݔ ∈ ܼ௔௝ 
возможна для π௔ (μ௔). 

Обозначим множество позиций, возможных для стратегии 
μ௔, через Possμ௔, а семейство информационных множеств, суще-
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ственных для μ௔, через Relμ௔. Аналогично вводятся множество 
Possπ௔ и семейство Relπ௔.  

Каждая смешанная стратегия однозначно определяет соот-
ветствующую стратегию поведения. В то же время, каждой стра-
тегии поведения соответствует много смешанных стратегий. Но 
одну из них всегда можно задать следующим образом. 

Лемма 10.1. Если дана стратегия поведения ߚ௔ игрока ܽ  
и смешанная стратегия ߨ௔ определена по формуле 

πஜೌ
௔ ൌ ෑ݌௜ೕ

௔௝

௝∈௃ೌ
	, 

где μ௔	൫ܼ௔௝൯ ൌ ௝݅ ∈ -௔௝, то β௔ есть стратегия поведения, соот݈ܣ

ветствующая π௔. 

Приведенная лемма утверждает, что мы можем получить 
каждую стратегию поведения из некоторой смешанной страте-
гии. 

Для иллюстрации полученных выше результатов рассмотрим 
простую карточную игру двух игроков, описанную Васиным. Это 
антагонистическая игра, в ней игрок 1 представляет собой коман-
ду из двух агентов, играющих по очереди («Стартующий» и 
«Финиширующий»). В начале игры игрокам сдаются две карты – 
старшая и младшая, а от лица игрока 1 первым решение прини-
мает Стартующий. Два возможных расклада карт (расклад 1: 
старшая – игроку 1, младшая – игроку 2; расклад 2: старшая – 
игроку 2, младшая – игроку 1) считаются равновероятными. Иг-
рок со старшей картой получает доллар от игрока с младшей кар-
той и имеет альтернативы либо закончить, либо продолжить пар-
тию. Если партия продолжается, то Стартующий выходит из 
игры и его место в качестве игрока 1 занимает Финиширующий. 
Он не знает расклада карт и исхода первого тура игры (т.е., полу-
ченной суммы) и может либо «вслепую» поменяться картой с иг-
роком 2, либо сохранить свою карту. После этого происходит 
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второй тур игры – игроки вскрывают карты и снова имеющий 
старшую карту получает доллар от игрока, имеющего младшую 
(см. дерево игры, где в каждой финальной позиции записан выиг-
рыши игроков). 

 

Рисунок 10.3 – Дерево «Карточной игры» 

В дереве этой игры множества вершин, где делают ход иг-
рок 1 (либо Стартующий, либо Финиширующий), имеет вид: 

ଵܺ ൌ ܼଵଵ⋃ܼଵଶ, множество вершин второго игрока – ܺଶ ൌ ܼଶଵ. 
Исходя из этого, стратегии двух игроков имеют вид:  

μଵ ൌ ൫μଵሺܼଵଵሻ, μଵሺܼଵଶሻ൯ – у первого игрока (первый элемент со-

ответствует его выбору в информационном множестве ܼଵଵ, вто-
рой – во множестве ܼଵଶ) и μଶ ൌ μଶሺܼଶଵሻ – у второго игрока  
(он принимает решение только в одном информационном множе-
стве). У игрока 1 множество стратегий состоит из 4 элементов:  

ଵܵ ൌ

ە
۔

ۓ
ሺзакончить	игру, менять	картуሻ;	
ሺзакончить	игру, оставить	картуሻ;	
ሺпродолжить	игру, менять	картуሻ;
ሺпродолжить	игру, оставить	картуሻ	ۙ

ۘ

ۗ
. 

Для сокращения записи обозначим эти четыре стратегии по 
первым буквам действий игрока (З = закончить, П = продолжить, 
М = менять карту, О = оставить карту): 

ଵܵ ൌ ሼЗМ; 	ЗО; ПМ;ПОሽ. 
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Аналогично, у второго игрока множество стратегий включает 
в себя два элемента: 

ܵଶ ൌ ሼЗакончить	игру; 	Продолжить	игруሽ ൌ ሼЗ; 	Пሽ. 

Приведем нашу игру к нормальной форме. У нас должна по-
лучиться биматричная игра с матрицами выигрыша размера  
4 ൈ 2 – но так как наша игра антагонистическая, то мы можем 
обойтись только одной матрицей: 

ܣ ൌ

	 З П
ЗО
ЗМ
ПО
ПМ

൮

0 െ0,5
0 0,5
0,5
െ0,5

0
0

൲. 

Обсудим, почему матрица имеет именно такой вид. Всего в 
игре возможно восемь профилей стратегий. Разберем их по от-
дельности. 

1. Рассмотрим первый профиль стратегий – (ЗО; З), он соот-
ветствует описанию поведения игроков: «Первый игрок, оказав-

шись в информационном множестве ܼଵଵ, завершает игру, ока-

завшись в информационном множестве ܼଶଵ, оставляет карту. 
Второй игрок в своем единственном информационном множе-
стве завершает игру». К какому исходу игры приведет такое по-
ведение (т.е., в какой финальной вершине дерева мы окажемся)? 

В самом начале сдаются карты, и с вероятностью 
ଵ

ଶ
 дальнейшее 

взаимодействие игроков пойдет по левому поддереву игры 

(старшая карта оказалась у первого игрока), а с вероятностью 
ଵ

ଶ
 – 

по правому (старшая карта оказалась у второго игрока):  

;ଵሺЗОݑ 	Зሻ ൌ െݑଶሺЗО; 	Зሻ

ൌ
1
2
;ଵሺЗОݑ 	З|левое	п/дሻ

൅
1
2
;ଵሺЗОݑ 	З|правое	п/дሻ. 
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Переход в левое поддерево означает попадание в множество 
ܼଵଵ, где первый игрок, согласно своей стратегии, заканчивает  
игру, получая один доллар: 

;ଵሺЗОݑ 	З|левое	п/дሻ ൌ 1 ൌ െݑଶሺЗО; 	З|левое	п/дሻ.  

Переход в правое поддерево приводит игру в множество ܼଶଵ, 
где игру завершает второй игрок, и доллар получает именно он:  

;ଵሺЗОݑ 	З|правое	п/дሻ ൌ െ1 ൌ െݑଶሺЗО; 	З|правое	п/дሻ.  

Таким образом, имеем:  

;ଵሺЗОݑ 	Зሻ ൌ െݑଶሺЗО; 	Зሻ ൌ
1
2
⋅ 1 ൅

1
2
ሺെ1ሻ ൌ 0. 

2. (ЗО; П): «Первый игрок, оказавшись в информационном 
множестве ܼଵଵ, завершает игру, оказавшись в информационном 
множестве ܼଶଵ, оставляет карту. Второй игрок в своем един-
ственном информационном множестве продолжает игру». Рас-
суждаем по той же схеме, что и раньше:  

;ଵሺЗОݑ 	Пሻ ൌ െݑଶሺЗО; 	Пሻ

ൌ
1
2
;ଵሺЗОݑ 	П|левое	п/дሻ

൅
1
2
;ଵሺЗОݑ 	П|правое	п/дሻ. 

Переход в левое поддерево означает попадание в множество 
ܼଵଵ, где первый игрок, согласно своей стратегии, заканчивает иг-
ру, получая один доллар:  

;ଵሺЗОݑ 	П|левое	п/дሻ ൌ 1 ൌ െݑଶሺЗО; 	П|левое	п/дሻ.  

Переход в правое поддерево приводит игру в множество ܼଶଵ, 
где решение принимает второй игрок, и продолжает игру. После 
этого игра переходит в информационное множество ܼଵଶ, где пер-
вый игрок (им оказывается уже Финиширующий) «вслепую» 
оставляет себе карту. Поскольку мы находимся в левом поддере-
ве, то из информационного множества ܼଵଶ фактической верши-
ной, где принимается решение, является вершина IV, и стратегия 
игрока 1 «оставить карту» приводит к повторной потере им дол-
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лара и общим потерям в 2 доллара, и выигрышу этой суммы вто-
рым игроком: 

;ଵሺЗОݑ 	З|правое	п/дሻ ൌ െ2 ൌ െݑଶሺЗО; 	З|правое	п/дሻ.  

Таким образом, имеем:  

;ଵሺЗОݑ 	Зሻ ൌ െݑଶሺЗО; 	Зሻ ൌ
ଵ

ଶ
⋅ 1 ൅

ଵ

ଶ
ሺെ2ሻ ൌ െ0,5. 

По аналогичной схеме можно рассчитать выигрыши игроков 
и в остальных ситуациях, для них подробные рассуждения уже 
можно опустить. 

3. (ЗМ; З): «Первый игрок, оказавшись в информационном 
множестве ܼଵଵ, завершает игру, оказавшись в информационном 
множестве ܼଶଵ, меняет карту. Второй игрок в своем един-
ственном информационном множестве завершает игру».  
Выигрыш: 

;ଵሺЗМݑ 	Зሻ ൌ െݑଶሺЗМ; 	Зሻ ൌ 

ൌ
1
2
ଵݑ ൬ЗМ; 	З|левое

п
д
൰ 

൅
1
2
ଵݑ ൬ЗМ; 	З|правое

п
д
൰ ൌ 

ൌ
1
2
⋅ 1 ൅

1
2
ሺെ1ሻ ൌ 0. 

4. (ЗМ; П): «Первый игрок, оказавшись в информационном 
множестве ܼଵଵ, завершает игру, оказавшись в информационном 
множестве ܼଶଵ, меняет карту. Второй игрок в своем един-
ственном информационном множестве продолжает игру».  
Выигрыш: 

;ଵሺЗМݑ 	Пሻ ൌ െݑଶሺЗМ; 	Пሻ ൌ

ൌ
1
2
ଵݑ ൬ЗМ; 	П|левое

п
д
൰

൅
1
2
ଵݑ ൬ЗМ; 	П|правое

п
д
൰ ൌ 

ൌ
1
2
⋅ 1 ൅

1
2
⋅ 1 ൌ 0,5. 
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5. (ПО; З): «Первый игрок, оказавшись в информационном 
множестве ܼଵଵ, продолжает игру, оказавшись в информацион-
ном множестве ܼଶଵ, оставляет карту. Второй игрок в своем 
единственном информационном множестве завершает игру». 
Выигрыш: 

;ଵሺПОݑ 	Зሻ ൌ െݑଶሺПО; 	Зሻ ൌ

ൌ
1
2
ଵݑ ൬ПО; 	З|левое

п
д
൰

൅
1
2
ଵݑ ൬ПО; 	З|правое

п
д
൰ ൌ 

ൌ
1
2
⋅ 2 ൅

1
2
ሺെ1ሻ ൌ 0,5. 

6. (ПО; П): «Первый игрок, оказавшись в информационном 
множестве ܼଵଵ, продолжает игру, оказавшись в информацион-
ном множестве ܼଶଵ, оставляет карту. Второй игрок в своем 
единственном информационном множестве продолжает игру». 
Выигрыш: 

;ଵሺПОݑ 	Пሻ ൌ െݑଶሺПО; 	Пሻ ൌ 

ൌ
1
2
ଵݑ ൬ПО; 	П|левое

п
д
൰ 

൅
1
2
ଵݑ ൬ПО; 	П|правое

п
д
൰ ൌ 

ൌ
1
2
⋅ 2 ൅

1
2
ሺെ2ሻ ൌ 0. 

7. (ПМ; З): «Первый игрок, оказавшись в информационном 
множестве ܼଵଵ, продолжает игру, оказавшись в информационном 
множестве ܼଶଵ, меняет карту. Второй игрок в своем единствен-
ном информационном множестве завершает игру». Выигрыш: 

;ଵሺПМݑ 	Зሻ ൌ െݑଶሺПМ; 	Зሻ ൌ 

ൌ
1
2
ଵݑ ൬ПМ; 	З|левое

п
д
൰ 

൅
1
2
ଵݑ ൬ПМ; 	З|правое

п
д
൰ ൌ 

ൌ
1
2
⋅ 0 ൅

1
2
ሺെ1ሻ ൌ െ0,5. 
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8. (ПМ; П): «Первый игрок, оказавшись в информационном 
множестве ܼଵଵ, продолжает игру, оказавшись в информацион-
ном множестве ܼଶଵ, меняет карту. Второй игрок в своем един-
ственном информационном множестве продолжает игру». Вы-
игрыш: 

;ଵሺПМݑ 	Пሻ ൌ െݑଶሺПМ; 	Пሻ ൌ 

ൌ
1
2
ଵݑ ൬ПМ; 	П|левое

п
д
൰ 

൅
1
2
ଵݑ ൬ПМ; 	П|правое

п
д
൰ ൌ 

ൌ
1
2
⋅ 0 ൅

1
2
⋅ 0 ൌ 0. 

В полученной биматричной игре равновесия в чистых стра-
тегиях нет (проверьте самостоятельно!). При этом ее можно  
решить рассмотренным в первой части учебного пособия мето-
дом поиска смешанных равновесий в биматричных играх  
и с помощью процесса последовательного исключения домини-
руемых стратегий. Сам по себе процесс поиск равнове- 
сия предоставляется читателю, а результат его таков: равнове-
сием в рассматриваемой игре является профиль стратегий 

ሺ݌଴, ଴ሻݍ ൌ ൬ቀ0,
ଵ

ଶ
,
ଵ

ଶ
, 0ቁ , ቀ

ଵ

ଶ
,
ଵ

ଶ
ቁ൰, а значение игры (ожидаемый вы-

игрыш первого игрока) равен 
ଵ

ସ
. 

Построим для нашей игры множество стратегий поведения 
первого игрока. Пусть в информационном множестве ܼଵଵ он с 
вероятностью ݏ выбирает вариант «закончить игру» (а с вероятно-
стью 1 െ   – соответственно, «продолжить»), а в множестве ܼଵଶ ,ݏ
с вероятностью ݎ он сохраняет карты. Запишем его ожидаемые 
выигрыши при такой стратегии поведения: 

ݏ
2
൅ 2ቆሺ1 െ ሻݏ

ݎ
2
ቇ ൅ 0 െ

1
2
ൌ ሺݏ െ 1ሻ ൬

1
2
െ ൰ݎ , если	μଶ ൌ ሺЗሻ, 
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ݏ
2
൅ 2ቆሺ1 െ ሻݏ

ݎ
2
ቇ ൅ 0 ൅ ሺെ2ሻ

ݎ
2
൅ 0 ൌ ݏ ൬

1
2
െ ൰ݎ , если	μଶ ൌ ሺПሻ. 

Наилучшим гарантированным результатом первого игрока 
является минимум из этих двух значений – так как при любой, 
даже самой неблагожелательной к нему стратегии второго игро-
ка, первый не получит меньше этого значения. Следовательно, 
максимальная сумма, которую игрок 1 может себе обеспечить, 
равна: 

max
௥,௦∈ሾ଴,ଵሿ

min ൜ሺݏ െ 1ሻ ൬
1
2
െ ൰ݎ , ݏ ൬

1
2
െ  .൰ൠݎ

Так как ݏ ∈ ሾ0,1ሿ, то ݏ െ 1 ൏ 0, и минимум из двух выра- 
жений внутри фигурных скобок достигается на выражении  

ሺݏ െ 1ሻ ቀ
ଵ

ଶ
െ  ቁ. По сути, это означает, что с точки зрения первогоݎ

игрока, неблагожелательной к нему стратегией второго игрока 
является стратегия «закончить игру», и логически это объяснимо: 
если у второго игрока оказалась старшая карта, то эта стратегия 
сразу приводит к проигрышу первого игрока, если же у него ока-
залась младшая, то он просто не получает возможности принять 
решение. 

Максимизируем минимальный выигрыш первого игрока: 

max௥,௦∈ሾ଴,ଵሿሺݏ െ 1ሻ ቀ
ଵ

ଶ
െ ቁݎ ൌ 0, и достигается он при ݎ ൌ

ଵ

ଶ
  

(а ݏ уже не играет роли и может быть любым). Здесь важно обра-
тить внимание на один (на самом деле, кажущийся) парадокс: 
гарантированный выигрыш первого игрока при использовании 
им смешанных стратегий существенно выше, чем при использо-
вании стратегий поведения. В чем же дело и каковы причины 
этого противоречия? 

Для ответа на этот вопрос полезно преобразовать оптималь-
ную смешанную стратегию к «поведенческому» виду, а оптималь-
ную стратегию поведения – к полному «смешанному» виду. Со-

гласно лемме 10.1, смешанной стратегии πଵ ൌ ൫πଵ,ଵ
ଵ , πଵ,ଶ

ଵ , πଶ,ଵ
ଵ , πଶ,ଶ

ଵ ൯ 
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соответствует стратегия поведения βଵ ൌ ሺݏ, ሻݎ ൌ ൫πଵ,ଵ
ଵ ൅

πଵ,ଶ
ଵ , πଵ,ଵ

ଵ ൅ πଶ,ଵ
ଵ ൯. Таким образом, оптимальной смешанной стра-

тегии первого игрока ቀ0,
ଵ

ଶ
,
ଵ

ଶ
, 0ቁ	соответствует стратегия поведе-

ния ݏ ൌ ݎ ൌ
ଵ

ଶ
, и, в то время как оптимальная смешанная страте-

гия обеспечивает первому игроку выигрыш 
ଵ

ସ
, даже 

соответствующая стратегия поведения дает ему только 0. «Ко-
рень» этого кажущегося противоречия в независимости принятия 
решений в каждом информационном множестве, содержащейся в 
природе стратегии поведения. Действительно, стратегия поведе-
ния по своей сути не задает заранее единую «программу дей-
ствий» игрока на случай любых возможных ситуаций, в которых 
он может принимать решение, а просто набор рекомендаций, ку-
да перейти из каждого информационного множества – и неважно, 
каким образом он туда попадет.  

Тем не менее, существует класс позиционных игр, в которых 
поведенческие стратегии и смешанные стратегии эквивалентны, 
и парадоксов, подобных приведенному выше, не возникает. Ин-
туитивно понятно, что к такому классу игр должны относиться, 
например, позиционные игры с полной информацией. Однако для 
того, чтобы понять, почему это так, введем следующе определе-
ние.  

Определение 10.7. Игра ܩ является игрой с полной памятью 

для игрока с номером ܽ, если из того, что ܼ௔௝ ∈ Relπ௔ и 

ݔ ∈ ܼ௔௝	следует, что ݔ ∈ Possμ௔ для всех ܼ௔௝, ݔ и μ௔. 

Смысл этого определения очень прост – игра является игрой 
с полной памятью для игрока ܽ, если у него любая вершина из 
существенного информационного множества является возмож-
ной. Название «игра с полной памятью» означает, что каждый 
игрок, в каждом информационном множестве, помнит всю по-
следовательность сделанных им ходов, а также не забывает все 
однажды увиденные им ходы его соперников.  
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Обратите внимание, что рассмотренная ранее модель карточ-
ной игры не является игрой с полной информацией с точки зре-
ния игрока 1. Дело в том, что информационное множество ܼଵଶ 
существенно для стратегии μଵ ൌ ሺ1,2ሻ, поскольку, если игрок 2 
использует стратегию μଶ ൌ ሺ2ሻ, то позиция ݕ ∈ ܼଵଶ реализуется с 

вероятностью 
ଵ

ଶ
. Однако другая позиция ݔ ∈ ܼଵଶ не является воз-

можной для стратегии μଵ, так как Играющий, получив старшую 
карту, заканчивает игру. 

Очевидно, что игра с полной памятью для всех игроков пре-
вращается в игру с полной информацией, если все ее информаци-
онные множества содержат по одной вершине. Для игр с полной 
информацией, как уже было указано выше, очевидна эквивалент-
ность смешанных стратегий и стратегий поведения. Следующая 
теорема, доказанная Гарольдом Куном в 1953 году, устанавлива-
ет факт такой эквивалентности для любых игр с полной памятью 
для всех игроков. 

Теорема 10.1. Для всех игр с полной памятью, смешанные и 
поведенческие стратегии эквивалентны. Точнее говоря: пусть 
-ситуация в стратегиях поведения, соответствующая произ − ߚ
вольной ситуации ߨ в смешанных стратегиях в игре ܩ, в которой 
все позиции имеют по крайней мере две альтернативы. Тогда для 
того чтобы ݑ௔ሺߚሻ ൌ ,ሻߨ௔ሺݑ ܽ ∈ -и для любых значе ߨ для всех ,ܣ
ний функций выигрыша ݑ௔ሺݓሻ, ܽ ∈ ݓ,ܣ ∈ ܶ, необходимо и доста-
точно, чтобы ܩ была игрой с полной памятью для всех игроков. 

Доказательство этой теоремы весьма сложно для восприятия 
и выходит за рамки вводного курса Теории игр. Тем не менее, 
заинтересованный читатель может найти его в книге Васина 
(2005). 

Таким образом, в играх с полной памятью при поиске равно-
весий можно ограничиться поиском только в стратегиях поведе-
ния. 
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Приложение  II. Задачи для самостоятельного решения  
по темам, входящим в главы 6–10 

 

1. Игра двух лиц на прямоугольнике [0,2]x , [0,1]y  за-

дана функциями выигрыша ܨሺݔ, ሻݕ ൌ ݕݔ8 െ ,ݔሺܩ ,ଶݔ ሻݕ ൌ
ሺݔ െ ሻଶݕ െ ଶݔ ൅ ݕݔ3 െ  .Найти равновесия Нэша .ݕ2

2. Игра двух лиц на прямоугольнике ]1,1[x , ]2,2[y  

задана функциями выигрыша  
2 2( , ) 2 , ( , ) 2 6 7.F x y xy x G x y y xy      

Найти равновесия Нэша.  

3. (Захаров, 2010). На необитаемом острове живут два тузем-
ца. Их единственное богатство – бананы. У первого туземца в 
наличии 8 бананов, у второго – 10. Каждый туземец может либо 
съесть банан, либо принести его в жертву местному божеству, 
ответственному за хорошую погоду на острове. Пусть ݔ௜  –  коли-
чество съеденных бананов, ݃௜ – количество бананов, принесен-
ных в жертву. Выигрыш каждого туземца равен ௜ܷ ൌ ܽ௜ ln ௜ݔ ൅
lnሺ݃ଵ ൅ ݃ଶሻ. Сформулируйте конфликт туземцев в виде игры в 
нормальной форме и найдите получающиеся в ней равновесия 
Нэша. 

4. Рассмотрим игру на плоскости (ܺ ൌ ܻ ൌ Թ) со следующи-
ми функциями выигрыша игроков: 

,ݔሺܨ ሻݕ ൌ െݔଶ െ ݕݔ െ  ,ݔߚ

,ݔሺܩ ሻݕ ൌ െݕଶ ൅ ݕݔߙ ൅  ,ݕ

где ݔ ∈ ܺ – стратегия первого игрока, ݕ ∈ ܻ – стратегия второго. 
При каких значениях параметров α и β существует равновесие по 
Нэшу? При каких значениях параметров оно будет единствен-
ным? В каком случае в равновесии будет максимизирована сум-
марная полезность игроков (то есть max௫,௬∈Թሼܨሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔሺܩ  ?(ሻሽݕ
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5. (Модель горизонтальной конкуренции Гарольда Хотеллин-
га). Между некоторыми городами ܣ и ܤ построена дорога длиной 
100 километров. По дороге едет очень большое количество авто-
мобилей. Формально будем полагать, что автомобилей контину-
ум, а их общий «вес» равен единице. Введем на дороге систему 
координат с началом отсчета в городе А: городу А соответствует 
координата 0, городу В – 100 км. Будем считать, что автомобили 
распределены по дороге равномерно: то есть для каждого 
ݔ ∈ ሾ0,100ሿ доля автомобилей с координатами ݒ ൑  .%ݔ равна ݔ
Две фирмы намереваются построить на этой дороге по заправке, 
их стратегиями является выбор координаты ݔ௜ ∈ ሾ0,100ሿ – то есть 
на каком километре трассы следует расположить их АЗС. Цена на 
бензин у обеих фирм одинаковая (не ограничивая общности, по-
ложим ее равной единице) и не зависит от их местоположения. 
Предположим, что каждый автомобилист предъявляет спрос ров-
но на одну единицу топлива. При этом он купит бензин у той 
фирмы, чья заправка расположена ближе к его координате. В том 
случае, если заправки равноудалены от автомобилиста, он с рав-
ной вероятностью может выбрать любую из фирм. Пусть выиг-
рыш фирмы равен доле автомобилистов, которые приобрели у 
нее бензин.  

a. Построить игру в нормальной форме для данного 
взаимодействия и найти равновесные координаты для 
обеих заправок.  

b. Как изменится равновесное расположение заправок, 
если распределение водителей задается функцией 
-ሻ, описывающей долю автомобилей с координаݔሺܨ
тами ݒ ൑  ?ݔ

6. На рынке действует фирма-лидер и фирма-ведомый. Каж-
дая из них характеризуется технологией производства, при кото-
рой издержки производства являются линейной функцией от 
производимого объема: ܿଵሺݍሻ ൌ ሻݍу лидера и ܿଶሺ ݍ5 ൌ -у ведо ݍ
мого. Прибыль фирм определяется обычным образом – как раз-
ность выручки за проданный товар (произведение объема про-
данного товара на цену за его единицу) и издержек производства. 
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Записать взаимодействие фирм как иерархическую игру, найти 
наилучший гарантированный результат лидера и стратегию, его 
реализующую, если спрос на рынке задан функцией ܦሺ݌ሻ ൌ
max	ሼ0; 11 െ  .ሽ݌

7. На рынке действует фирма-лидер и фирма-ведомый. Каж-
дая из них характеризуется технологией производства, при кото-
рой издержки производства являются линейной функцией от 
производимого объема: ܿଵሺݍሻ ൌ ሻݍу лидера и ܿଶሺ ݍ2 ൌ -у ведо ݍ4
мого. Прибыль фирм определяется обычным образом – как раз-
ность выручки за проданный товар (произведение объема про-
данного товара на цену за его единицу) и издержек производства. 
Записать взаимодействие фирм как иерархическую игру, найти 
наилучший гарантированный результат лидера и стратегию,  
его реализующую, если спрос на рынке задан функцией  
ሻ݌ሺܦ ൌ max	ሼ0; 36 െ  .ሽ݌

8. На рынке действует фирма-лидер и фирма-ведомый. Каж-
дая из них характеризуется технологией производства, при кото-
рой издержки производства являются линейной функцией от 
производимого объема: ܿଵሺݍሻ ൌ ሻݍу лидера и ܿଶሺ ݍ3 ൌ -у ведо ݍ5
мого. Прибыль фирм определяется обычным образом – как раз-
ность выручки за проданный товар (произведение объема про-
данного товара на цену за его единицу) и издержек производства. 
Записать взаимодействие фирм как иерархическую игру, найти 
наилучший гарантированный результат лидера и стратегию, его 
реализующую, если спрос на рынке задан функцией ܦሺ݌ሻ ൌ
max	ሼ0; 23 െ  .ሽ݌

9. Игра двух лиц на прямоугольнике [0,2]x , [0,1]y  за-

дана функциями выигрыша  
2

2( , ) 4 3, ( , ) 2 .
2

x
F x y xy G x y y xy y        

Найти наилучший гарантированный результат игрока-лидера 
в играх Γଵ, Γଶ. 
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10. Игра двух лиц на прямоугольнике ]1,1[x , ]2,2[y  

задана функциями выигрыша  

53),(,2
2

),( 2
2

 xyyyxG
x

xyyxF .  

Найти наилучший гарантированный результат игрока-лидера 
в играх Γଵ, Γଶ. 

11. Построить функции наилучшего ответа и найти все ситуа-
ции равновесия игры на прямоугольнике ܺ	 ൌ 	 ሾെ1,1ሿ,ܻ	 ൌ 	 ሾെ1,1ሿ  

c функциями выигрыша ܨሺݔ, ሻݕ ൌ– ଶݔ3 ൅ –ݕݔ3 ଶݕ2 ൅  ,ݔ2

,ݔሺܩ ሻݕ ൌ– –ଶݔ2 –ݕݔ5 –ଶݕ3   .ݕ

Найти наилучший гарантированный результат игрока-лидера 
в играх Γଵ, Γଶ, используя данную игру как «базовую», сравнить с 
его выигрышем в равновесии Нэша в «базовой» игре. 

12. Для позиционной игры, заданной деревом, написать нор-
мальную форму, найти совершенное подыгровое равновесие и 
другие равновесия Нэша: 

 

13. Для позиционной игры, заданной деревом, написать нор-
мальную форму, найти совершенное подыгровое равновесие и 
другие равновесия Нэша: 



129 

 

14. Для позиционной игры, заданной деревом: 

 

написать нормальную форму, найти совершенное подыгровое 
равновесие и другие равновесия Нэша. 

15. Для позиционной игры, заданной деревом: 
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написать нормальную форму, найти совершенное подыгровое 
равновесие и другие равновесия Нэша. 

16. Каждое из пяти предприятий, использующих воду из при-
родного водоема, располагают двумя стратегиями: построить со-
оружения для полной очистки отработанной воды, затратив при 
этом 2 условных единицы, или же сбросить ее через имеющиеся 
очистные сооружения без биологической очистки и не понести 
затрат на дополнительную очистку воды. Особенности водоема и 
технологических процессов предприятий таковы, что в случае, 
когда не полностью очищенную воду сбрасывает не более двух 
предприятий, вода в водоеме остается пригодной для использо-
вания и предприятия убытка не несут. Если же не полностью 
очищенную воду сбрасывают не менее трех предприятий, то 
каждый пользователь водоема несет убытки в размере семи еди-
ниц. Найдите совершенное подыгровое равновесие в получаю-
щейся игре, если предполагается, что фирмы принимают решение 
о своей экологической стратегии последовательно (с 1 по 5), и 
каждая последующая фирма может наблюдать решения всех 
предыдущих. 

17. Три эрудита – Вассерман, Друзь и Козлов – вышли в фи-
нал «Своей игры». На этот момент Вассерман набрал 20 тысяч 
рублей, Друзь – 15 тысяч, а Козлов – 12 тысяч. Игрокам предла-
гается 5 возможных тем финального раунда на выбор: «Автомо-
били», «Политика», «Спорт», «Искусство» и «Математика». Иг-
роки по очереди (по возрастанию сумм на счете, начиная с 
отстающего) убирают по одной не понравившейся им теме до тех 
пор, пока не останется одна. Все игроки идут «ва-банк» и ставят 
все свои выигрыши на кон, после чего ведущий задает вопрос на 
оставшуюся тему. Знания игроков в различных областях отлича-
ются, поэтому в зависимости от темы вероятности правильно от-
ветить на вопрос различаются. Вероятности правильного ответа 
игроками на вопрос по каждой из тем приведены в следующей 
таблице: 
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Игрок 
Авто- 
мобили 

Политика Спорт Искусство
Матема-
тика 

Вассерман 40% 80% 20% 50% 90% 

Друзь 50% 20% 50% 90% 60% 

Козлов 80% 50% 70% 60% 20% 

 
Если игрок правильно отвечает на вопрос, то его ставка вы- 

игрывает, и он удваивает свой исходный выигрыш, если ошиба-
ется – теряет все. 

a. Найдите совершенное подыгровое равновесие в по-
лучающейся позиционной игре. 

b. Пусть на первом шаге вместо одного из игроков де-
лает ход случай – Ведущий случайным образом с 
равной вероятностью убирает одну из пяти исходных 
тем. Каким будет СПР в модифицированной таким 
образом игре?  

18. Пять студентов должны пересдавать зачет по теории игр. 
Чтобы усложнить профессору жизнь, они за день до сдачи реша-
ют не подписывать свои работы. Узнав об этом, профессор сооб-
щает, что не собирается выяснять, кто является автором каждой 
из работ. Однако он готов поставить зачеты всем пятерым, если 
более половины работ будут оценены на проходной балл и выше. 
Если же таких работ будет меньше половины, то зачет не получит 
никто. В день сдачи студенты пишут свои работы последователь-
но, при этом каждый из них на момент начала работы уже знает, 
как написали его предшественники. Написать работу выше про-
ходного балла для каждого студента стоит определенных усилий, 
потери от которых студент оценивает в 2 единицы. Если же сту-
дент принимает решение «не напрягаться», то он не несет ника-
ких потерь. При этом получение зачета принесет каждому из сту-
дентов 5 единиц полезности, а неполучение – столько же единиц 
потерь. Найдите совершенное подыгровое равновесие в получа-
ющейся позиционной игре. 
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19. На кафедре экономики в некотором университете пять 
профессоров. Секретарь кафедры просит каждого скинуться по 
100 рублей для фуршета после заседания кафедры. Для того, что-
бы фуршет состоялся, необходимо, чтобы скинулось как мини-
мум три профессора. Деньги, отданные на организацию фуршета, 
профессорам не возвращаются. Ценность фуршета для каждого 
профессора – 500 рублей. Профессора 1 и 2 сдают деньги первы-
ми (по очереди). Затем, решение (сдавать или не сдавать) одно-
временно принимают профессора 3–5, причем они не наблюдают 
решения 1 и 2. Найдите совершенное подыгровое равновесие. 

20. («Сжигание мостов»; Захаров, 2010). Генерал командует 
армией, который защищает город, находящийся на берегу реки. 
Между городом и другим берегом проложен мост, по которому 
армия может, при необходимости, отступить. На город готовится 
напасть вражеская армия. Генерал имеет возможность уничтожить 
мост до того, как враг решится атаковать (B), или не уничтожать 
мост (N). После того, как враг наблюдает действие генерала, он 
решает, атаковать город (A), или нет (S). Если враг напал и мост не 
уничтожен, то генерал может либо принять решение сражаться (F), 
либо отступить (R). Если мост уничтожен и враг напал, то генерал 
может только сражаться. Выигрыш каждой стороны составляет 10, 
если на конец игры она обладает городом, но сражения не произо-
шло; 0 если сражения не было, но сторона осталась без города; и -
5, если было сражение. Найти совершенное подыгровое равнове-
сие, привести игру к нормальной форме и найти остальные равно-
весия Нэша (или продемонстрировать, что их нет). 

21. Правительство некоторого государства хочет оказать фи-
нансовую помощь одному из двух крупнейших университетов 
страны. Для того, чтобы определить, какому университету доста-
нется финансовая помощь и в каком объеме, ректорам этих уни-
верситетов предлагается сыграть в следующую игру. Сначала 
правительство предлагает первому ректору 1 доллар. Если ректор 
соглашается, то на этом игра заканчивается, причем первый уни-
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верситет получает 1 доллар, а второй – ничего. Если первый рек-
тор отказывается, то правительство предлагает второму ректору 
10 долларов. Если второй ректор соглашается, то на этом игра 
заканчивается, второй университет получает 10 долларов, а пер-
вый – ноль. И так далее до тех пор, пока правительство предло-
жит 100 000 000 долларов. Если первый ректор откажется от этой 
суммы, то на этом все закончится, и ни один университет ничего 
не получит. Найти совершенное подыгровое равновесие в игре. 

22. («Девятнадцать»; Захаров, 2010). Два игрока по очереди 
называют числа от 1 до 3. Все названные числа суммируются. 
Когда сумма стала равна или превысила 19, игра останавливает-
ся. Игрок, на котором остановилась игра, объявляется проиграв-
шим, другой игрок – победителем. Найдите совершенное подыг-
ровое равновесие.  

23. Фирма 1 является монополистом на рынке некоторого то-
вара. Фирма 2 рассматривает возможность входа на этот рынок. 
Она может либо войти на рынок, либо отказаться от этой идеи. 
Если она принимает решение конкурировать с монополистом, то 
обе фирмы должны одновременно решить, высокую или низкую 
цену на свои услуги они устанавливают. 

Платежи в этой игре устроены следующим образом. Если 
фирма-новичок решает не входить на рынок, то она получает 0, а 
монополист продолжает получать прибыль в размере 2. Если но-
вичок входит на рынок, то все зависит от установленных фирма-
ми цен на свадебные услуги. Если обе фирмы устанавливают 
одинаковые цены, то каждая из них получает 1 в случае выбора 
высоких цен и –1 в случае выбора низких цен. Если же одна фир-
ма устанавливает высокую цену, а другая – низкую, то фирма, 
установившая высокую цену, получает 0, а фирма, установившая 
низкую цену, получает –1. 

Запишите данную игру в виде игры в нормальной форме и в 
виде игры в развернутой форме. Найдите все равновесия Нэша в 
чистых стратегиях и соверешенные подыгровые равновесия.  
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24. («Хороший, Плохой, Злой»; Захаров, 2010). Три искателя 
приключений – Блондин, Ангельские Глазки и Туко – устроили 
дуэль на кладбище, где зарыт миллион долларов. Туко попадает в 
цель с вероятностью 40%. Ангельские Глазки попадает с вероят-
ностью 80%. Блондин никогда не промахивается. Дуэль реализу-
ется как двухпериодная игра. Каждый выбирает, в кого выстре-
лить, и стреляет. Оставшиеся в живых после первого выстрела 
делают еще один выстрел. Затем те, кто остался жив, делят золо-
то поровну между собой. Ценность всего золота для одного игро-
ка равна единице. Выигрыш погибшего равен нулю. Найдите со-
вершенное подыгровое равновесие.  

25. (Васин, 2005). Рассмотрим модификацию карточной игры, 
рассмотренной в примере 9.1. Первым делает ход игрок 2. Он вы-
бирает вариант расклада двух карт (старшей и младшей) Старту-
ющему и себе. Стартующий, не зная расклада, может оставить 
карты в прежнем положении, либо поменять их местами. Затем, 
Финиширующий, наблюдавший за действиями Играющего, также 
может выбрать одну из двух альтернатив: не трогать карты, либо 
поменять их местами. Игрок, имеющий в итоге старшую карту, 
получает от другого игрока доллар и дополнительную сумму, 
определяемую по следующему правилу. Если игрок 1 имеет 
старшую карту в результате одного (или двух) ее перемещений, 
то он получает от игрока 2 дополнительно два (или три) доллара. 
В аналогичной ситуации игрок 2 получает от игрока 1 дополни-
тельно один доллар (или два доллара). Если после раздачи, карты 
не перемещались, то дополнительные выплаты не производятся. 
Найти равновесные стратегии игроков. 

26. («Семейный совет»; Дагаев, Сонин и др., 2017). Папа, ма-
ма и Вовочка решают, что смотреть по единственному на даче 
телевизору. По Первому каналу показывают шоу «Голос», по 
НТВ – футбольную Лигу Чемпионов, а по «Культуре»  –  запись 
спектакля «Юнона и Авось» 1983 года. Предпочтения у всех раз-
личаются. Папа больше всего хочет смотреть «Голос», а меньше 



135 

всего – «Юнону и Авось», которую он уже однажды посмотрел в 
Ленкоме в 1983 году – зачем же смотреть второй раз? Маме очень 
дорог ее 1983 год, год свадьбы, и все связанные с этим событием 
воспоминания. Поэтому она хочет снова пережить тот вечер, ко-
гда они познакомились с папой на спектакле «Юнона и Авось».  
А меньше всего маму интересует футбол. Вовочка больше всего 
хочет посмотреть футбол – он и сам мечтал в детстве сыграть од-
нажды в Лиге Чемпионов. При этом Вовочка терпеть не может 
непрофессиональное, на его вкус, пение любителей из «Голоса». 
Решение о том, что сегодня смотреть, принимается голосованием. 
Каждый член совета должен проголосовать ровно за одну из них. 
Если есть альтернатива, которая набрала больше одного голоса, 
то она реализуется, в противном случае реализуется та альтерна-
тива, за которую проголосовал папа. Выигрыши каждого участ-
ника голосования задаются одним и тем же образом: если выби-
рается наиболее подходящая ему альтернатива, то он получает 
одну единицу полезности, если вторая по предпочтительности – 
то ноль, если наименее подходящая, то минус одну единицу. Го-
лосование открытое и последовательное: сначала свой выбор 
объявляет вслух один член семьи, после него – второй и, наконец, 
третий. Порядок голосования определяет папа. Какой порядок он 
выберет, если ожидает, что после оглашения порядка голосова-
ние проходит в виде позиционной игры с полной информацией? 
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