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Ïðåäèñëîâèå

Â íàñòîÿùåì èçäàíèè ñîáðàíû çàäà÷è ïî êóðñó òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûé àâòîðû íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò

âåäóò â Ìîñêîâñêîé øêîëå ýêîíîìèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëî-

ìîíîñîâà è íà ðÿäå ô-òîâ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî ïðî-

ôèëÿ Âûñøåé øêîëû ýêîíîìèêè. Çà ïîñëåäíèå 10 ëåò âû-

øëî íåñêîëüêî äåñÿòêîâ íîâûõ ó÷åáíèêîâ è çàäà÷íèêîâ ïî

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé [2�19]. Ïîäîáíîå âíèìàíèå ñïåöèàëè-

ñòîâ ê ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, íà íàø

âçãëÿä, îáóñëîâëåíî íåñêîëüêèìè ïðè÷èíàìè. Âî-ïåðâûõ,

âîçðîñëî ïîíèìàíèå âàæíîñòè è âîñòðåáîâàííîñòè ýòîé îá-

ëàñòè çíàíèé â ïîäãîòîâêå ñïåöèàëèñòîâ ñàìûõ ðàçëè÷íûõ

ïðîôèëåé, âêëþ÷àÿ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèå è ãóìàíèòàð-

íûå ñïåöèàëüíîñòè. Âî-âòîðûõ, ïðàêòè÷åñêèé îïûò ïîêà-

çàë, ÷òî õîðîøî ãîòîâèòü ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëèñòîâ ïî äâóì-

òðåì ó÷åáíèêàì [5�7], íàïèñàííûì 40�50 ëåò íàçàä è âûäåð-

æàâøèì äåñÿòêè ïåðåèçäàíèé, äàëåêî íå ñàìûé îïòèìàëü-

íûé ïóòü, òàê êàê ýòè ó÷åáíèêè âî ìíîãîì îðèåíòèðîâàëèñü

íà ïîäãîòîâêó ñïåöèàëèñòîâ òåõíè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé.

Â-òðåòüèõ, íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ è ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿò-

íîñòåé â ïîñëåäíèå ãîäû âîøëè â ïðîãðàììó îáùåîáðàçîâà-

òåëüíûõ øêîë [17�18] è ÅÃÝ ïî ìàòåìàòèêå. Ïîñëåäíåå ïîç-

âîëÿåò íåñêîëüêî ïî-äðóãîìó ðàññòàâèòü àêöåíòû â âóçîâ-

ñêîì êóðñå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, óäåëÿÿ ìåíüøå âíèìàíèÿ

êîìáèíàòîðèêå è òàê íàçûâàåìûì êëàññè÷åñêèì íà÷àëàì

âåðîÿòíîñòè, è óäåëèòü áîëüøå âðåìåíè íåïðåðûâíûì ðàñ-

ïðåäåëåíèÿì, ôóíêöèÿì îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íîðìàëü-

íîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòè, äâóìåðíûì äèñêðåòíûì

è íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèÿì è èñïîëüçîâàíèþ íà ïðàê-

òèêå ïðåäåëüíûõ òåîðåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ïîäáèðàÿ çàäà÷è äëÿ ýòîãî çàäà÷íèêà, ìû îðèåíòèðîâà-

ëèñü íà ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèé ïðîôèëü ïîäãîòîâêè ñòó-
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äåíòîâ è ñâîþ ïðàêòèêó ïðîâåäåíèÿ ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèé,

êîíòðîëüíûõ è ýêçàìåíàöèîííûõ ðàáîò ïî ñòàíäàðòíîìó ñå-

ìåñòðîâîìó êóðñó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â Ìîñêîâñêîé øêîëå

ýêîíîìèêè ÌÃÓ. Ýòîò êóðñ çàòåì ïðîäîëæàåò ñåìåñòðîâûé

êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, à çàòåì ãîäîâîé êóðñ ýêî-

íîìåòðèêè, åñëè ðå÷ü èäåò îá ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíî-

ñòÿõ. Ó÷åò âçàèìîñâÿçåé ýòèõ êóðñîâ è íåîáõîäèìîñòü îòðà-

áîòàòü ïîíÿòèéíûé òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûé àïïàðàò äëÿ

ïîñëåäóþùèõ êóðñîâ çàìåòíî âëèÿë íà ïîäáîð çàäà÷. Âñå

òåìû êóðñà â çàäà÷íèêå ðàçáèòû íà 13 ðàçäåëîâ. Â íà÷à-

ëå êàæäîãî ðàçäåëà äàíû îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé è

êëþ÷åâûå òåîðåìû, à òàêæå ðàçîáðàíû òèïîâûå çàäà÷è ïî

òåìàì. Òåì íå ìåíåå ýòà êíèãà íè â êîåé ìåðå íå çàìåíÿåò

ó÷åáíèê ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â íàøåì êóðñå ìû ðåêî-

ìåíäóåì ñòóäåíòàì â êà÷åñòâå ïðîñòûõ áàçîâûõ ó÷åáíèêîâ

[16�18], à â êà÷åñòâå áîëåå ñëîæíûõ � [1]. Ìû íàìåðåííî

íå ïåðåãðóæàëè ýòîò çàäà÷íèê èçâåñòíûìè çàíèìàòåëüíû-

ìè çàäà÷àìè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ÷òîáû ïðåæäå âñåãî

ñêîíöåíòðèðîâàòü âíèìàíèå ñòóäåíòîâ íà îñíîâíîì èçó÷àå-

ìîì ìàòåðèàëå. Â êà÷åñòâå çàäà÷íèêà, âêëþ÷àþùåãî áîëåå

îáøèðíûé è ñëîæíûé ìàòåðèàë ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,

ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü [11]. Ïðîñòûå òðåíèðîâî÷íûå çàäà÷è

â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðåäñòàâëåíû â øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ

[17�18].

Óñïåøíîå îñâîåíèå êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, â êîòîðîì

ïîÿâëÿåòñÿ ìíîãî íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé, íåâîç-

ìîæíî áåç ðåãóëÿðíûõ çàíÿòèé è êîíòðîëÿ çà óðîâíåì óñâî-

åíèÿ òåêóùåãî ìàòåðèàëà. Ïîýòîìó íàø ñåìåñòðîâûé êóðñ

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðåäïîëàãàåò ïÿòü ïðîìåæóòî÷íûõ ýòà-

ïîâ êîíòðîëÿ: 4 êîíòðîëüíûå ðàáîòû è 1 êîëëîêâèóì. Êàê

ïðàâèëî, êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà âêëþ÷àåò ÷åòûðå çàäà÷è íà

40 ìèíóò è ïðîâîäèòñÿ íà êàæäîì òðåòüåì�÷åòâåðòîì ñå-
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ìèíàðå. Ýòî ïîçâîëÿåò è ñòóäåíòàì, è ïðåïîäàâàòåëÿì îöå-

íèòü óðîâåíü îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà. Õîòÿ òåìàòè÷åñêîå ñî-

äåðæàíèå êîíòðîëüíûõ ðàáîò ãîä èç ãîäà ìåíÿåòñÿ, ìîæíî

óêàçàòü ïðèìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåì ïî êîíòðîëüíûì ðà-

áîòàì. Â ïåðâóþ êîíòðîëüíóþ ðàáîòó ïîïàäàþò çàäà÷è èç

ðàçäåëîâ 1�4. Ïðè ýòîì íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðî-

ÿòíîñòåé íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ìû íàìåðåííî ââîäèì äî ïî-

íÿòèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ÷òîáû ïðè îáðàùåíèè ê íåïðå-

ðûâíûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì áûëî ïðîùå îáñóæäàòü ïî-

íÿòèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé. Âî

âòîðóþ êîíòðîëüíóþ ðàáîòó âõîäÿò çàäà÷è � èç 5�7 ðàçäå-

ëîâ, â òðåòüþ � èç 8�10 ðàçäåëîâ, â ÷åòâåðòóþ � èç 11�13

ðàçäåëîâ. Êîëëîêâèóì âêëþ÷àåò êàê òåîðåòè÷åñêèå âîïðî-

ñû, òàê è ïðîñòûå çàäà÷è íà ïîíèìàíèå, íå ïðåäïîëàãàþùèå

äîëãèõ ðàñ÷åòîâ.

Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ýòî ó÷åáíîå ïîñîáèå áóäåò ïîëåçíî íå

òîëüêî äëÿ ñòóäåíòîâ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî ïðîôèëÿ,

íî è ïðåïîäàâàòåëÿì, ïîäáèðàþùèì çàäà÷è äëÿ ñåìèíàð-

ñêèõ çàíÿòèé è ïðîìåæóòî÷íûõ àòòåñòàöèé ñòóäåíòîâ.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ñòóäåíòàì êàôåäðû Ýêî-

íîìåòðèêè è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ýêîíîìèêè Êîíñòàí-

òèíó Øàêëåèíó è Ñòàíèñëàâó ßêèðî çà áîëüøîé òðóä ïî

èñïðàâëåíèþ íåòî÷íîñòåé è ïðîâåðêå îòâåòîâ.

Çàâ. îáùåóíèâåðñèòåòñêîé êàôåäðîé

âûñøåé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ,

ïðîôåññîð À.À. Ìàêàðîâ
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1. Îñíîâíûå ïðàâèëà êîìáèíàòîðèêè

Êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñëó-

÷àéíûé ýêñïåðèìåíò è åãî âîçìîæíûå èñõîäû. Â òåõ ñëó-

÷àÿõ, êîãäà ÷èñëî âîçìîæíûõ èñõîäîâ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðè-

ìåíòà êîíå÷íî, äëÿ îïèñàíèÿ âñåõ ïîäîáíûõ èñõîäîâ èëè

êàêîé-òî èõ ÷àñòè îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíû ïðàâèëà êîìáèíà-

òîðèêè. Êîìáèíàòîðèêà èçó÷àåò ñïîñîáû ïåðåáîðà, ïåðåñ÷å-

òà è óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïðåäìåòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ

çàäà÷ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå êîìáèíàòîðíûå ïðàâèëà:

- ïðàâèëî óìíîæåíèÿ;

- ïðàâèëî ïåðåñòàíîâîê;

- ïðàâèëî ñî÷åòàíèé;

- ïðàâèëî ðàçìåùåíèé.

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè ÷èñëî óïîðÿäî÷åí-

íûõ ïàð.

Îïðåäåëåíèå 1. ×òîáû íàéòè ÷èñëî âñåõ óïîðÿäî÷åí-

íûõ ïàð îáúåêòîâ (ïðåäìåòîâ) äâóõ òèïîâ, íóæíî ÷èñëî

îáúåêòîâ ïåðâîãî òèïà óìíîæèòü íà ÷èñëî îáúåêòîâ âòî-

ðîãî òèïà. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò

íàõîäèòüñÿ îäèí èç m ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ (ïðåäìåòîâ), à

íà âòîðîì ìîæåò áûòü îäèí èç k ðàçíûõ îáúåêòîâ, òî ìîæ-

íî ñîñòàâèòü m · k ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð èç ýòèõ

îáúåêòîâ. Ýòî ïðàâèëî íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ.
Ïðèìåð 1. Åñëè íà ïåðâûé âîïðîñ ñîöèîëîãè÷åñêîé àí-

êåòû ìîæíî îòâåòèòü 2-ìÿ ñïîñîáàìè, à íà âòîðîé âîïðîñ

� 5-þ ñïîñîáàìè, òî âñåãî ñóùåñòâóåò 2 · 5 = 10 âîçìîæíûõ

ñïîñîáîâ çàïîëíèòü îòâåòû íà äâà âîïðîñà àíêåòû.

Ïðèìåð 2. Åñëè èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðîñèòü äâàæäû,

òî ïðè ïåðâîì áðîñêå ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ èç øåñòè ãðà-

íåé èãðàëüíîé êîñòè.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ è âòîðîé áðî-

ñîê. Çíà÷èò, ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ âñåãî ìîæíî ïî-

ëó÷èòü 6 · 6 = 36 âàðèàíòîâ çàâåðøåíèÿ ýòîãî ñëó÷àéíîãî

ýêñïåðèìåíòà.

Ïðàâèëî ïåðåñòàíîâîê ïîçâîëÿåò íàéòè ÷èñëî ñïîñîáîâ

óïîðÿäî÷èâàíèÿ n îáúåêòîâ (ïðåäìåòîâ). Ïîä óïîðÿäî÷è-

âàíèåì ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ, ïðè êîòî-

ðîé êàêîé-òî èç îáúåêòîâ ïîëó÷àåò ïåðâûé íîìåð, ëþáîé

èç îñòàâøèõñÿ îáúåêòîâ ïîëó÷àåò âòîðîé íîìåð è òàê äà-

ëåå. Îáùóþ ôîðìóëó ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê ìîæíî ïîëó÷èòü

ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà óìíîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî ïåðåñòàíîâîê n îáúåêòîâ ðàâíî

ïðîèçâåäåíèþ: n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 3 · 2 · 1.
Òàêîå ïðîèçâåäåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n íàçûâà-

þò ôàêòîðèàëîì ÷èñëà n (¾ýí¿-ôàêòîðèàë) è îáîçíà÷àþò

n!.

Ïðèìåð 3. Ïÿòü ñòóäåíòîâ ìîæíî ïîñòàâèòü â î÷åðåäü

â áóôåò 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 5! = 120 ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð 4. Îäèííàäöàòè èãðîêàì ôóòáîëüíîé êîìàíäû

ìîæíî ðàçäàòü ìàéêè ñ íîìåðàìè îò îäíîãî äî îäèííàäöàòè

11! ñïîñîáàìè

11! = 11 · 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 39916800.

Ïðàâèëî ñî÷åòàíèé ïîçâîëÿåò óçíàòü, ñêîëüêèìè ñïîñî-

áàìè ìîæíî âûáðàòü èç n îáúåêòîâ k îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì

ïîðÿäîê âûáîðà ýòèõ îáúåêòîâ íå ñóùåñòâåíåí. ×èñëî ýòèõ

ñïîñîáîâ íàçûâàþò ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ïî k è îáîçíà-

÷àþò Ck
n. Ýòî ïðàâèëî âûòåêàåò èç ïðàâèëà óìíîæåíèÿ è

ïðàâèëà ïåðåñòàíîâîê.
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Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n îáúåêòîâ

k îáúåêòîâ èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî
k ðàâíî:

n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1)

k!
.

Â ÷èñëèòåëå ýòîãî âûðàæåíèÿ ñòîÿò ðîâíî k ñîìíîæèòå-

ëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîêàçûâàåò, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè

ìîæíî âûáðàòü î÷åðåäíîé îáúåêò èç åùå íå âûáðàííûõ.

Òàê, ïåðâûé îáúåêò ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè, âòîðîé

(n − 1) ñïîñîáàìè, òàê êàê íà ýòîì ýòàïå îñòàëîñü òîëüêî

(n − 1) îáúåêò è ò.ä., ïîêà íå äîáåðåìñÿ äî âûáîðà k-ãî

îáúåêòà. Â çíàìåíàòåëå ÷èñëî ñî÷åòàíèé ñòîèò âûðàæåíèå

k!, êîòîðîå ó÷èòûâàåò, ÷òî îäíè è òå æå k îáúåêòîâ ìû

ìîæåì âûáðàòü â ðàçíîì ïîðÿäêå. Âñåãî òàêèõ óïîðÿäî÷è-

âàíèé ðîâíî k!. ×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî k êðàòêî ìîæíî

çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: Ck
n = n!

k!(n−k)!.

Ïðèìåð 5. Íàëîãîâàÿ èíñïåêöèÿ ìîæåò âûáðàòü äëÿ

ïðîâåðêè òðè êîìïàíèè èç äåñÿòè 10·9·8
1·2·3 = 120 ðàçëè÷íûìè

ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð 6. Â Öåíòðàëüíîì ôåäåðàëüíîì îêðóãå 18 ðåãè-

îíîâ. Ñîöèîëîãè õîòÿò âûáðàòü èç íèõ 4 ïðîèçâîëüíûõ ðå-

ãèîíà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñîöèîëîãè÷åñêîãî îïðîñà. Ýòî ìîæíî

ñäåëàòü: 18·17·16·15
1·2·3·4 = 3060 ñïîñîáàìè.

Ïðàâèëî ðàçìåùåíèé ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü, ñêîëüêèìè ñïî-
ñîáàìè ìîæíî ðàçìåñòèòü n îáúåêòîâ íà k ïîçèöèé. Ïðè

ýòîì ñàìè ïîçèöèè ñ÷èòàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè èëè, äðóãè-

ìè ñëîâàìè, çàíóìåðîâàííûìè. ×èñëî ýòèõ ñïîñîáîâ íàçû-

âàþò ÷èñëîì ðàçìåùåíèé n ïî k è îáîçíà÷àþò Ak
n. Ïðàâèëî

ðàçìåùåíèé âûòåêàåò èç ïðàâèëà óìíîæåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 4. ×èñëî ðàçìåùåíèé n îáúåêòîâ ïî k

óïîðÿäî÷åííûì ïîçèöèÿì ðàâíî: n · (n−1) · (n−2) · . . . · (n−
k + 1). ×èñëî ðàçìåùåíèé n ïî k êðàòêî ìîæíî çàïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå: Ak
n = n!

(n−k)!.

Ïðèìåð 7. Íà êîíêóðñå êðàñîòû èç äåñÿòè ïðåòåíäåí-

òîê íàäî âûáðàòü òðåõ íà ïåðâîå, âòîðîå è òðåòüå ìåñòî. Ñî-

ãëàñíî ïðàâèëó ðàçìåùåíèÿ ýòî ìîæíî ñäåëàòü: 10·9·8 = 720

ñïîñîáàìè.

1. Ðîññèéñêèé àâòîìîáèëüíûé íîìåð ñîñòîèò èç òðåõ áóêâ è

òðåõ öèôð. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íîìåðîâ ìîæíî ñîñòàâèòü?

Èñïîëüçóþòñÿ 10 öèôð è 12 áóêâ.

2. Ïèí-êîä äëÿ áàíêîâñêîé êàðòî÷êè ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ

öèôð. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïèí-êîäîâ ñóùåñòâóåò?

3. Èìååòñÿ 3 âèäà õëåáà, 5 âèäîâ êîëáàñû è ñëèâî÷íîå

ìàñëî. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ñäåëàòü

áóòåðáðîä? (Áóòåðáðîäû ìîãóò áûòü áåç êîëáàñû èëè áåç

ñëèâî÷íîãî ìàñëà).

4. Â êàìåðàõ õðàíåíèÿ íà âîêçàëàõ ïðèìåíÿåòñÿ øèôð,

êîòîðûé ñîñòîèò èç îäíîé áóêâû (íà ïåðâîì ìåñòå) è òðåõ

öèôð. Áóêâû áåðóòñÿ îò À äî Ê, èñêëþ÷àÿ áóêâû Ë è É,
à öèôðû ìîãóò áûòü ëþáûìè. Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü

ðàçëè÷íûõ øèôðîâ?

5. Ïðåïîäàâàòåëü íàïèñàë íà äîñêå ÷åòûðå çàäà÷è è âû-

çûâàåò ïî îäíîìó ÷åëîâåêó íà êàæäóþ çàäà÷ó. Ñêîëüêèìè

ñïîñîáàìè îí ýòî ìîæåò ñäåëàòü, åñëè â êëàññå 20 ÷åëîâåê?

6. Èç êîëîäû â 36 êàðò íàóäà÷ó âûíèìàþòñÿ òðè êàðòû.

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ äîñòàòü õîòÿ áû

îäíîãî òóçà?

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî îòîáðàòü 3 èçäàíèÿ èç äå-

ñÿòè äëÿ ðàçìåùåíèÿ ðåêëàìû?

8. Â ÷åìïèîíàòå Ðîññèè ïî ôóòáîëó èãðàþò 16 êîìàíä.
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à) ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ èòîãîâîãî

ðàñïîëîæåíèÿ?

á) ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïðèçîâîé

òðîéêè?

9. Ìîíåòà áðîñàåòñÿ 6 ðàç. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî

âûêèíóòü ïðè ýòîì íå ìåíåå äâóõ îðëîâ?

10. Â ðàñïîðÿæåíèè ó òðåíåðà 20 õîêêåèñòîâ è 3 âðàòàðÿ.

Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ñîñòàâèòü çâåíî 5+1 (5 èã-

ðîêîâ è 1 âðàòàðü), åñëè ëþáîé õîêêåèñò ìîæåò èãðàòü íà

ëþáîé ïîçèöèè.

2. Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Îïèñàíèå ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, òî åñòü òàêîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà, èñõîä êîòîðîãî íåëüçÿ ïðåäñêàçàòü çàðàíåå, íà-

÷èíàåòñÿ ñ îïèñàíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåí-

òà. Ïðè ýòîì ñàì òàêîé ýêñïåðèìåíò ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ

ëèøü îäíèì èç âîçìîæíûõ èñõîäîâ, êîòîðûé èìåíóþò ýëå-
ìåíòàðíûì èñõîäîì èëè ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì. Ìíî-

æåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà

èìåíóþò ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Òðàäèöè-
îííî èçó÷åíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íà÷èíàþò ñ òàê íàçû-

âàåìûõ äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, òî

åñòü òàêèõ ïðîñòðàíñòâ, ÷èñëî èñõîäîâ â êîòîðûõ êîíå÷-

íî èëè ñ÷åòíî. Ýëåìåíòàðíûé èñõîä ýêñïåðèìåíòà ïðèíÿ-

òî îáîçíà÷àòü ãðå÷åñêîé áóêâîé ω èëè ωi (èíäåêñîì óêàçû-

âàÿ íîìåð èñõîäà). Âñå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

îáîçíà÷àþò çàãëàâíîé áóêâîé Ω.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, â êî-

òîðîì èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò äâàæäû. Â êà÷åñòâå

îäíîãî èç âîçìîæíûõ èñõîäîâ ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæåò
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âûñòóïàòü ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå ω = (4; 3), ãäå 4 � ÷èñëî

î÷êîâ, âûïàâøåå ïðè ïåðâîì áðîñêå, à 3 � ïðè âòîðîì. Âñå

ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ïîäîáíîãî ýêñïåðèìåí-

òà ñîãëàñíî êîìáèíàòîðíîìó ïðàâèëó óìíîæåíèÿ áóäåò ñî-

ñòîÿòü èç 6 · 6 = 36 ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

Ïðèìåð 2. Èç ïÿòè ñòóäåíòîâ: Àëåêñåÿ, Îëåãà, Èâàíà,

Ïåòðà, Áîðèñà íàóãàä âûáèðàåì äâóõ ñòóäåíòîâ. Ïðè ýòîì

ïîðÿäîê âûáîðà íàì íå âàæåí. Ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè

â òàêîì ýêñïåðèìåíòå áóäóò ðàçëè÷íûå ïàðû. Âñåãî òàêèõ

ïàð áóäåò C2
5 = 10.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ äèñêðåòíûì

ïðîñòðàíñòâîì èñõîäîâ íàäî íå òîëüêî óêàçàòü ìíîæåñòâî

åãî âîçìîæíûõ èñõîäîâ, íî è êàæäîìó èñõîäó ïðèïèñàòü

âåðîÿòíîñòü åãî ïîÿâëåíèÿ â ýêñïåðèìåíòå. Òàêóþ âåðîÿò-

íîñòü äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ ω îáîçíà÷àþò P (ω). Ýòî

÷èñëî ïîêàçûâàåò øàíñû ïîÿâëåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ

â ýêñïåðèìåíòå. ×èñëî P (ω) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò

íóëÿ (âêëþ÷àÿ è íóëü) äî åäèíèöû (âêëþ÷àÿ åäèíèöó). À

ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ P (ωi) âñå-

ãäà ðàâíà 1.

Ïðèïèñûâàíèå âåðîÿòíîñòåé P (ω) ýëåìåíòàðíûì èñõîäàì

â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ñîâñåì íå ïðîñòàÿ çàäà÷à. Îäíàêî â òåõ

ñëó÷àÿõ, êîãäà åñòü îñíîâàíèå ïîëàãàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòàð-

íûå èñõîäû ýêñïåðèìåíòà â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå ðàâ-

íîâåðîÿòíû, ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðîñòî. Íàäî âû÷èñëèòü

êîëè÷åñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â ýêñïåðèìåíòå è

îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ëþáîãî èç íèõ êàê åäèíèöó, äåëåí-

íóþ íà îáùåå ÷èñëî èñõîäîâ. Òàêîé ñïîñîá çàäàíèÿ âåðîÿò-

íîñòåé íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì.

Ïðèìåð 3. Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò äâà

ðàçà. Ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè ïîäîáíîãî ýêñïåðèìåíòà áó-

äóò ðàçëè÷íûå ñî÷åòàíèÿ ¾îðëîâ¿ è ¾ðåøåê¿, âûïàâøèõ
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âî âðåìÿ ïåðâîãî è âòîðîãî áðîñêà. Íàïðèìåð: ω1 = {îî},
ω2 = {ðî} è ò.ä. Ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî âñå-
ãî â òàêîì ýêñïåðèìåíòå âîçìîæíû 2 · 2 = 4 ýëåìåíòàðíûõ

èñõîäà. Ñ÷èòàÿ èõ ðàâíîâåðîÿòíûìè, ïîëó÷àåì, ÷òî âåðî-

ÿòíîñòü êàæäîãî èç ïîäîáíûõ èñõîäîâ ðàâíà 1/4:

P (ω1) = P (ω2) = P (ω3) = P (ω4) = 1/4.

Íà ïðàêòèêå íàñ îáû÷íî èíòåðåñóþò íå òîëüêî îòäåëü-

íûå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ýêñïåðèìåíòà, íî è íåêîòîðûå èõ

ñîâîêóïíîñòè èëè ìíîæåñòâà. Òàêèå ìíîæåñòâà ýëåìåíòàð-

íûõ èñõîäîâ íàçûâàþò ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè è îáîçíà-

÷àþò íà÷àëüíûìè çàãëàâíûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôà-

âèòà: A, B, C è ò.ä. Ãîâîðÿò, ÷òî â õîäå ñëó÷àéíîãî ýêñïå-

ðèìåíòà ïðîèçîøëî ñëó÷àéíîå ñîáûòèå A, åñëè ýêñïåðè-

ìåíò çàêîí÷èëñÿ ýëåìåíòàðíûì èñõîäîì, êîòîðûé ïðèíàä-

ëåæèò ñîáûòèþ A. Çíàÿ âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-

òèé â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî îïðåäåëèòü âåðîÿò-

íîñòü ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A êàê ñóììó âåðîÿòíîñòåé âñåõ

âõîäÿùèõ â íåãî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Òî åñòü: P (A) =

P (ω1) + P (ω2) + . . . + P (ωk). Èç ñâîéñòâ âåðîÿòíîñòåé ýëå-

ìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñëåäóåò, ÷òî: 0 6 P (A) 6 1 è P (Ω) = 1.

Ïðèìåð 4. Èç äâóõ ìàëü÷èêîâ è òðåõ äåâî÷åê íàóãàä âû-

áèðàþò äâóõ ÷åëîâåê. Ïðè ýòîì ïîðÿäîê âûáîðà íå âàæåí.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò âûáðàíà ïàðà äåâî÷åê?

Ðåøåíèå. Âñå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ýòî-

ãî ýêñïåðèìåíòà ñîäåðæèò C2
5 = 10 ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

Ñ÷èòàÿ âñå èñõîäû ðàâíîâåðîÿòíûìè, à ýòî èìåííî òàê, åñ-

ëè âûáèðàòü íàóãàä, ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü êàæäîãî

ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ðàâíà 1/10. Èí-

òåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå A � âûáðàííàÿ ïàðà äåâî÷åê ñî-

äåðæèò C2
3 = 3 ýëåìåíòàðíûõ èñõîäà, òàê êàê âûáðàòü ïàðó

äåâî÷åê ìîæíî òîëüêî èç òðåõ äåâî÷åê. (Âûáîð ïàðû äåâî-

÷åê èç òðåõ ðàâíîñèëåí òîìó, ÷òî îäíó èç òðåõ äåâî÷åê ìû
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íå âûáèðàåì, à ýòî ìîæíî ñäåëàòü òðåìÿ ñïîñîáàìè.) Òàêèì

îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà: P (A) = 3/10.

Ïðèìåð 5.Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò äâàæäû. Êà-

êîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñóììå íà äâóõ êîñòÿõ âûïàäåò

4 î÷êà.

Ðåøåíèå. Â ïðèìåðå 1 ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ýëå-

ìåíòàðíûõ èñõîäîâ ïîäîáíîãî ýêñïåðèìåíòà ñîñòîèò èç 36

èñõîäîâ. Åñëè âòîðîé áðîñîê êîñòè íåçàâèñèì îò ïåðâîãî (à

òàê îíî è áûâàåò, åñëè êîñòè áðîñàþòñÿ ÷åñòíî), òî âñå èñ-

õîäû ïîäîáíîãî ýêñïåðèìåíòà ðàâíîâåðîÿòíû è âåðîÿòíîñòü

êàæäîãî èñõîäà ðàâíà 1/36. Îñòàëîñü âû÷èñëèòü, ñêîëüêî

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ âêëþ÷àåò ñîáûòèå A � â ñóììå âû-

ïàëî 4. Òàêèõ èñõîäîâ âñåãî 3. Ýòî: ω1 = (1; 3), ω2 = (2; 2),

ω3 = (3; 1). Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà:

P (A) = 3/36 = 1/12.

Ïðèìåð 6. Â ëîòåðåå ðàçûãðûâàþòñÿ 100 áèëåòîâ. Âû-

èãðûøíûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ðîâíî 10 áèëåòîâ. ×åëîâåê

ïîêóïàåò 3 áèëåòà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî:

à) ðîâíî äâà èç íèõ âûèãðûøíûõ?

á) õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ òðåõ áèëåòîâ âûèãðûøíûé?

Ðåøåíèå. Ïóñòü A={ðîâíî äâà èç íèõ âûèãðûøíûõ}
è B={õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ òðåõ áèëåòîâ âûèãðûøíûé}.
Îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü òðè áèëåòà èç ñòà ðàâíî

C3
100 = 100!

3!97! =
100·99·98

6 = 50 · 33 · 98. Êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ
âûáðàòü 2 âûèãðûøíûõ è 1 ïðîèãðûøíûé ðàâíî C2

10C
1
90 =

10!
2!8! · 90 = 45 · 90. Òîãäà âåðîÿòíîñòü P (A) íàõîäèòñÿ ïî ôîð-

ìóëå

P (A) =
45 · 90

50 · 33 · 98
=

27

1078
≈ 0.025.

Òåïåðü íàéäåì âåðîÿòíîñòü P (B) òîãî, ÷òî ñðåäè òðåõ

áèëåòîâ íå îêàçàëîñü íè îäíîãî âûèãðûøíîãî:

P (B) =
C3

90

C3
100

≈ 0.727.
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Îòêóäà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü P (B) = 1−P (B) ≈ 1−0.727 =

0.273.

11. Èñïûòàíèå ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè äâóõ êîñòåé è ìî-

íåòêè. ×òî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì èñõîäîì? Ñêîëüêî ýëå-

ìåíòîâ ñîäåðæèò ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé? Íàé-

òè âåðîÿòíîñòü, ÷òî âûïàäåò äóáëü ñ îðëîì.

12. Ìîíåòó ïîäáðîñèëè 4 ðàçà. Íàéäèòå ÷èñëî ýëåìåíòàð-

íûõ ñîáûòèé â ýòîì ýêñïåðèìåíòå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âû-

ïàäåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî îðëà?

13. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè 2 ðàçà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

ñîáûòèÿ A={ñóììà î÷êîâ ïðè äâóõ áðîñàíèÿõ ðàâíà 8}?
14. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò òðèæäû. Íàéäèòå âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî ñóììà î÷êîâ áóäåò áîëåå 16.

15. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò 5 ðàç. Îïèøèòå âåðîÿòíîñò-

íîå ïðîñòðàíñòâî è íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà

î÷êîâ áóäåò íå áîëåå 6.

16. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè 2 ðàçà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî øåñòåðêà âûïàëà ðîâíî îäèí ðàç?

17. Âû íàøëè áàíêîâñêóþ êàðòî÷êó è õîòèòå óãàäàòü ïèí-

êîä, êîòîðûé ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ öèôð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü,

÷òî âû åãî óãàäàåòå (âñåãî èìååòñÿ 3 ïîïûòêè).

18. Íà ýêçàìåíå n áèëåòîâ, âû âûó÷èëè k áèëåòîâ. Êàêîâà

ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü âûòàùèòü óäà÷íûé áèëåò?

19. Ñêîëüêî ÷åëîâåê íàäî îïðîñèòü, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü

âñòðåòèòü ÷åëîâåêà ñ òàêèì æå äíåì ðîæäåíèÿ áûëà áîëåå

50%?

20. Ñòóäåí÷åñêàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç 6 þíîøåé è 14 äåâó-

øåê. Èç íèõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòáèðàþò òðåõ ñòóäåíòîâ.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòîáðàíû 2 þíîøè è 1 äåâóø-

êà.

21. Â øàõìàòíîé øêîëå îëèìïèéñêîãî ðåçåðâà ó÷àòñÿ 12
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ìàëü÷èêîâ è 3 äåâî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ñîñòàâèòü êî-

ìàíäó èç òðåõ ÷åëîâåê äëÿ ïîåçäêè íà ñîðåâíîâàíèÿ òàê,

÷òîáû â êîìàíäó âîøëà õîòÿ áû îäíà äåâî÷êà?

22. Â êîìïàíèè ðàáîòàþò 15 ìëàäøèõ ìåíåäæåðîâ è 5 ñòàð-

øèõ. Èç-çà êðèçèñà ðóêîâîäñòâî ñëó÷àéíûì îáðàçîì óâîëü-

íÿåò òðåõ ìåíåäæåðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óâîëÿò

íå áîëåå îäíîãî ñòàðøåãî ìåíåäæåðà?

23. Ñòóäåí÷åñêàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç 10 þíîøåé è 15 äåâó-

øåê. Èç íèõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòáèðàþò 3-õ ñòóäåíòîâ.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ åñòü õîòÿ

áû îäèí þíîøà.

24. Íà ýêçàìåí ïðèøëè 15 ñòóäåíòîâ: 10 þíîøåé è 5 äåâó-

øåê. Ïðåïîäàâàòåëü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñàæàåò çà ïåðâóþ

ïàðòó 4 ÷åëîâåêà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà ïåðâîé

ïàðòîé áóäåò íå áîëåå îäíîé äåâóøêè?

25. Â ëîòåðåþ èãðàþò 15 ÷åëîâåê, ñðåäè êîòîðûõ 6 � âïåð-

âûå. Âûèãðûâàþò ðîâíî òðè ó÷àñòíèêà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ïîâåçåò õîòÿ áû äâóì íîâè÷êàì.

26. Ñîâåò äèðåêòîðîâ êîìïàíèè ñîñòîèò èç 10 ÷åëîâåê, ñðå-

äè êîòîðûõ 6 õîðîøî âëàäåþò àíãëèéñêèì ÿçûêîì. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ïðîñòîì ñëó÷àéíîì âûáîðå òðåõ

÷ëåíîâ ñîâåòà äèðåêòîðîâ äëÿ ïîåçäêè â Àíãëèþ â äåëåãà-

öèþ ïîïàäåò õîòÿ áû îäèí ÷åëîâåê, íå âëàäåþùèé àíãëèé-

ñêèì?

27. Íà ïðåäïðèÿòèå ïîñòóïèëà ïàðòèÿ èç 15 òðóá, ñðåäè

êîòîðûõ 3 áðàêîâàííûå. Ïðåäïðèÿòèå îñóùåñòâëÿåò âûáî-

ðî÷íûé êîíòðîëü 4-x òðóá. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

õîòÿ áû 2 áðàêîâàííûå òðóáû áóäóò ïðîêîíòðîëèðîâàíû?

28. Â äåòñêîé ñïîðòèâíîé øêîëå çàíèìàþòñÿ òåííèñîì 10

ìàëü÷èêîâ è 12 äåâî÷åê. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþò 4

äåòåé, êîòîðûå áóäóò ïîäàâàòü ìÿ÷è íà âçðîñëîì òóðíèðå.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ õîòÿ áû 3
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äåâî÷êè?

29. 23 àêöèîíåðà êîìïàíèè äåëÿòñÿ íà äâà íåïðèìèðèìûõ

ëàãåðÿ. Ïåðâûé ëàãåðü ñîñòîèò èç 8 àêöèîíåðîâ. Êàêîâà âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì îòáîðå 5 àêöèîíåðîâ â

èõ ÷èñëî ïîïàäåò íå ìåíåå äâóõ àêöèîíåðîâ èç ïåðâîãî ëà-

ãåðÿ? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ïÿòè îòîáðàííûõ

àêöèîíåðîâ áóäåò ðîâíî òðè èç âòîðîãî ëàãåðÿ?

30. Ñòóäåíò â ñîñòîÿíèè ðåøèòü 25 çàäà÷ èç 30 â ïåðâîì

òóðå ýêçàìåíà è 18 èç 24 � âî âòîðîì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

ñäà÷è èì ýêçàìåíà, åñëè â êàæäîì òóðå äàþòñÿ 4 çàäà÷è è

äîñòàòî÷íî ðåøèòü 3 èç íèõ.

3. Îïåðàöèè ñ ñîáûòèÿìè, ôîðìóëà ñëîæåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòåé, íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ

Ñî ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ îäíèì è òåì

æå ñëó÷àéíûì ýêñïåðèìåíòîì, ìîæíî ñîâåðøàòü ðàçëè÷-

íûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè, à èìåííî ðàññìàò-

ðèâàòü äîïîëíåíèå ñîáûòèÿ A äî âñåãî Ω, ïåðåñå÷åíèå è

îáúåäèíåíèå äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ñîáûòèé. Ïðè ýòîì âû-

÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ñîáûòèé,

ìîæíî îñóùåñòâëÿòü íå òîëüêî íàïðÿìóþ, èçó÷àÿ ïîëó÷åí-

íûå ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, íî è ïî âåðîÿòíî-

ñòÿì ñîáûòèé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ïîäîáíûõ äåéñòâè-

ÿõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Äîïîëíåíèåì ñîáûòèÿ A äî âñåãî ïðî-

ñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íàçûâàåòñÿ òàêîå ñîáûòèå

Ā, êîòîðîå âêëþ÷àåò âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû èç Ω, íå âõî-

äÿùèå â A.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ: A∩ Ā = ∅ è A∪ Ā = Ω. ßñíî, ÷òî

P (Ā) = 1− P (A).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïåðåñå÷åíèåì ñîáûòèé A è B íàçûâà-
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åòñÿ ñîáûòèå C = A ∩ B, âêëþ÷àþùåå òå è òîëüêî òå ýëå-

ìåíòàðíûå èñõîäû, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàò è

ñîáûòèþ A, è ñîáûòèþ B.

Îïðåäåëåíèå 3. Îáúåäèíåíèåì ñîáûòèé A è B íàçû-

âàåòñÿ ñîáûòèå C = A ∪ B, êîòîðîå âêëþ÷àåò âñå èñõîäû

ñîáûòèÿ A, âñå èñõîäû ñîáûòèÿ B, âêëþ÷àÿ è òå ÷òî îäíî-

âðåìåííî ïðèíàäëåæàò A è B.

Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ãîâîðèò, êàê âû÷èñëèòü

âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñîáûòèé A è B, åñëè èçâåñò-

íû âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé è âåðîÿòíîñòü èõ ïåðåñå÷å-

íèÿ:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

Åñëè ñîáûòèÿ A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ôîðìóëà ñëî-

æåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä:

P (A ∪B) = P (A) + P (B).

Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ

Íà ïðàêòèêå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î òîì, êàê ìî-

æåò èçìåíèòüñÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A, åñëè óæå èçâåñò-

íî, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå B. Â îáùåì âèäå îòâåò íà ýòîò

âîïðîñ äàåò ïîíÿòèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè, êîòîðîå áóäåò

ââåäåíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Çäåñü æå ìû ââåäåì ïîíÿ-

òèå íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé, òî åñòü òàêèõ, ÷òî íàñòóïëåíèå

îäíîãî èç íèõ íèêàê íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ

äðóãîãî.

Îïðåäåëåíèå 4. Äâà ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçà-

âèñèìûìè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

P (A ∩B) = P (A) · P (B).
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ çàâèñè-

ìûìè.

Ïðèìåð 1. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè îäèí ðàç. Ñîáûòèå

A � âûïàëî ÷åòíîå, ñîáûòèå B � âûïàëî êðàòíîå 3. ßâëÿ-

þòñÿ ëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìûìè?

Ðåøåíèå. Ñîáûòèå A âêëþ÷àåò 3 ýëåìåíòàðíûõ èñõîäà:

2, 4, 6, à ñîáûòèå B � äâà: 3 è 6. Ïåðåñå÷åíèå ñîáûòèé A

è B ñîäåðæèò îäèí èñõîä 6. Îòñþäà ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòè

ñîáûòèé A, B è P (A ∩B):

P (A) = 1/2;P (B) = 1/3;P (A ∩B) = 1/6.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî P (A∩B) = P (A) ·P (B), òî åñòü ñîáûòèÿ

A è B ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Ïðèìåð 2. Ìîíåòó áðîñèëè 3 ðàçà. Ñîáûòèå A � âûïàëî

ðîâíî äâà ãåðáà, ñîáûòèå B � ïåðâûé ðàç âûïàëà ðåøêà.

ßâëÿþòñÿ ëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìûìè?

Ðåøåíèå. Ñîáûòèå A âêëþ÷àåò 3 èñõîäà: ÃÃÐ, ÃÐÃ, ÐÃÃ.

Ñîáûòèå B âêëþ÷àåò 4 èñõîäà: ÐÃÃ, ÐÃÐ, ÐÐÃ, ÐÐÐ. Ïåðå-

ñå÷åíèå A∩B âêëþ÷àåò îäèí èñõîä ÐÃÃ. Îòñþäà ïîëó÷àåì

âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé, ïîìíÿ, ÷òî âñåãî â ñëó÷àéíîì

ýêñïåðèìåíòå 8 ðàâíîâåðîÿòíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ:

P (A) = 3/8;P (B) = 4/8 = 1/2;P (A ∩B) = 1/8.

ßñíî, ÷òî P (A) · P (B) = 3/16 íå ðàâíî P (A ∩B) = 1/8. Òî

åñòü ñîáûòèÿ A è B çàâèñèìû.

Ïðèìåð 3. Íà êóðñå îáó÷àþòñÿ 100 ñòóäåíòîâ. Èç íèõ

20 ïîëó÷èëè íà ýêçàìåíå îòëè÷íûå îöåíêè ïî ìàòåìàòèêå

è àíãëèéñêîìó ÿçûêó. Ïðè ýòîì âñåãî áûëî ïîñòàâëåíî 25

îòëè÷íûõ îöåíîê ïî ìàòåìàòèêå è 30 îòëè÷íûõ îöåíîê ïî

àíãëèéñêîìó ÿçûêó. ßâëÿþòñÿ ëè ñîáûòèÿ A � îòëè÷íàÿ

îöåíêà ïî ìàòåìàòèêå è B � îòëè÷íàÿ îöåíêà ïî àíãëèéñêî-

ìó ÿçûêó íåçàâèñèìûìè?

20



Ðåøåíèå. P (A) = 25/100 = 0.25; P (B) = 30/100 = 0.3;

P (A∩B) = 20/100 = 0.2. ßñíî, ÷òî ñîáûòèÿ A è B çàâèñè-

ìû, òàê êàê îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà íåçàâèñè-

ìûõ ñîáûòèé.

1. Åñëè ñîáûòèÿ A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ è èõ âåðîÿòíîñòè

íå ðàâíû íóëþ, òî ñîáûòèÿ A è B çàâèñèìû.

2. Åñëè ñîáûòèÿ A è B � íåçàâèñèìû, òî íåçàâèñèìû è

ëþáûå ïàðû ñîáûòèé: A è B̄; Ā è B; Ā è B̄.

Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé A è B ôîðìóëà ñëîæåíèÿ âå-

ðîÿòíîñòåé èìååò âèä:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A) · P (B).

Ïðèìåð 4. Áðîñàåì 2 êîñòè. Ñîáûòèå A={ íà ïåðâîé êî-
ñòè âûïàëî áîëüøå òðåõ}, ñîáûòèå B={ íà îáåèõ êîñòÿõ â

ñóììå áîëåå ÷åòûðåõ}. ßâëÿþòñÿ ëè ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû-

ìè? Íàéòè P (A ∪B).

Ðåøåíèå. Îáùåå ÷èñëî èñõîäîâ â äàííîì ýêñïåðèìåí-

òå ñîñòàâëÿåò 36. Ñîáûòèå A ñîñòîèò èç 18 èñõîäîâ ((4;x),

(5;x), (6;x)), ãäå x � ÷èñëî î÷êîâ íà âòîðîé êîñòè, ïîýòîìó

âåðîÿòíîñòü P (A) = 18
36 = 1

2. Ñîáûòèþ B íå óäîâëåòâîðÿþò

òîëüêî èñõîäû (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2), (3; 1), (1; 3), ïîýòî-

ìó P (B) = 1 − 6
36 = 5

6. ×òîáû ïðîâåðèòü äàííûå ñîáûòèÿ

íà íåçàâèñèìîñòü, äîñòàòî÷íî íàéòè âåðîÿòíîñòü èõ ïåðå-

ñå÷åíèÿ. Òàê êàê èç ñîáûòèÿ A ñëåäóåò ñîáûòèå B, òî åñòü

A ⊂ B, ïîýòîìó P (A∩B) = P (A) ̸= P (A) ·P (B), à çíà÷èò,

ñîáûòèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

×òîáû íàéòè âåðîÿòíîñòü P (A∪B), âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-

ìóëîé P (A∪B) = P (A)+P (B)−P (A∩B) = P (A)+P (B)−
P (A) = P (B) = 5

6.

31. Áðîñàåì 2 êîñòè. Ñîáûòèå A={ íà ïåðâîé êîñòè ÷åòíîå
÷èñëî }, ñîáûòèå B={ íà îáåèõ êîñòÿõ â ñóììå áîëüøå 3}.
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Íàéòè

à) P (A ∩B);

á) P (A ∪B);

â) P (A);

ã) P (A);

ä) P (A ∩B).

32. Âåðîÿòíîñòü, ÷òî ¾Àíæè¿ ïîáåäèò ¾ÌÞ¿, ðàâíà 0.3, à

¾Çåíèò¿ îáûãðàåò ¾Áàðñåëîíó¿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.4.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî

à) îáå íàøè êîìàíäû îäåðæàò ïîáåäû;

á) òîëüêî îäíà íàøà êîìàíäà âûèãðàåò;

â) îáå íå âûèãðàþò;

ã) èç íàøèõ êîìàíä âûèãðàåò òîëüêî ¾Çåíèò¿.

33. Ïðàâèëüíóþ èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâà ðàçà. Ñî-

áûòèå A � âûïàë äóáëü. Ñîáûòèå B � â ñóììå âûïàëî áîëåå

9. Íàéòè âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé A è B.

34. Äâà ïðèçíàêà A è B íåçàâèñèìû. Âåðîÿòíîñòü âñòðå-

òèòü ïðèçíàê A ó ñëó÷àéíî âûáðàííîãî ðåñïîíäåíòà ðàâíà

0.4, à ïðèçíàê B � 0.9. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó ñëó-

÷àéíî âûáðàííîãî ðåñïîíäåíòà îáíàðóæàòñÿ íå áîëåå îäíî-

ãî èç ýòèõ ïðèçíàêîâ?

35. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íóæíàÿ ñòóäåíòó êíèãà åñòü â

ïåðâîé áèáëèîòåêå, ðàâíà 0.7, à âî âòîðîé áèáëèîòåêå � 0.5.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ýòà êíèãà åñòü õîòÿ áû â îäíîé èç

ýòèõ áèáëèîòåê?

36. Ôóòáîëüíûå êîìàíäû äâóõ îòå÷åñòâåííûõ ñïîðòèâíûõ

êëóáîâ A è B âûèãðûâàþò ìàò÷ ó èíîñòðàííîé êîìàíäû

ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0.4 è 0.7 ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîâà âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî ðîâíî îäíà èç îòå÷åñòâåííûõ êîìàíä âû-

èãðàåò ìàò÷ ó èíîñòðàííîé êîìàíäû, ñ÷èòàÿ ýòè ñîáûòèÿ

íåçàâèñèìûìè?

37. Ñòóäåíò Âèêòîð íåçàâèñèìî ïðèãëàñèë äâóõ íåçíàêî-

ìûõ ìåæäó ñîáîé äåâóøåê â êèíî. Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî
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êàæäàÿ èç äåâóøåê ïîéäåò ñ íèì â êèíî, ðàâíû 0.6 è 0.4

ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíà

äåâóøêà ïîéäåò â êèíî ñ Âèêòîðîì?

38. Îäèí è òîò æå òîâàð ïîñòàâëÿþò íåçàâèñèìî äâà ïî-

ñòàâùèêà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûé ïîñòàâùèê ïîñòà-

âèò òîâàð â ñðîê 0.8. Ó âòîðîãî ïîñòàâùèêà âåðîÿòíîñòü

ïîñòàâêè òîâàðà â ñðîê ðàâíà 0.7. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî òîâàð áóäåò ïîñòàâëåí â ñðîê ðîâíî îäíèì ïîñòàâùè-

êîì?

39. Êîìïàíèÿ ðàçìåùàåò ðåêëàìó ñâîåé ïðîäóêöèè íà òå-

ëåâèäåíèè è â ïðåññå. Âåðîÿòíîñòü óâèäåòü ýòó ðåêëàìó íà

òåëåâèäåíèè ðàâíà 0.7, à âåðîÿòíîñòü óâèäåòü åå â ïðåññå �

0.4. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñîáûòèÿ: ¾óâèäåòü ðåêëàìó íà òåëåâè-

äåíèè¿ è ¾óâèäåòü ðåêëàìó â ïðåññå¿ íåçàâèñèìû. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîòðåáèòåëü âîîáùå óâèäèò ðåêëàìó

ýòîé êîìïàíèè? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîòðåáèòåëü

óâèäèò ýòó ðåêëàìó òîëüêî íà òåëåâèäåíèè?

40. Ñòóäåíò ñäàåò ýêçàìåí ïî äâóì íèêàê íå ñâÿçàííûì

ìåæäó ñîáîé ïðåäìåòàì. Âåðîÿòíîñòü, ÷òî îí ïîëó÷èò îò-

ëè÷íóþ îöåíêó ïî ïåðâîìó ïðåäìåòó ðàâíà 0.3, à ïî âòîðî-

ìó � 0.5. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ñäàñò îáà ïðåä-

ìåòà íà îòëè÷íî? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïîëó÷èò

òîëüêî îäíó îòëè÷íóþ îöåíêó?

41. Âåðîÿòíîñòü îïîçäàòü íà çàíÿòèÿ ó ïåðâîãî ñòóäåíòà

ðàâíà 0.2, à ó âòîðîãî � 0.6. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñòóäåíòû äåéñòâóþò

íåçàâèñèìî, íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà íå îïîçäàþò.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îïîçäàåò õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ

ñòóäåíòîâ?
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4. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

Îïðåäåëåíèå 1. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A ïðè

óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå B, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

P (A|B) = P (A ∩B)/P (B),

ïðè òîì, ÷òî P (B) íå ðàâíî íóëþ.

Ïðèìåð 1. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå èãðàëüíóþ êîñòü

áðîñàþò îäèí ðàç. Ñîáûòèå A � âûïàëî ÷åòíîå. Ñîáûòèå B

� âûïàëî áîëüøå 3. Íàéòè óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P (A|B).

Ðåøåíèå. Ñîáûòèå A âêëþ÷àåò 3 ýëåìåíòàðíûõ èñõîäà:

A = {2, 4, 6}, ñîáûòèå òàêæå âêëþ÷àåò 3 ýëåìåíòàðíûõ èñ-
õîäà B = {4, 5, 6} è P (B) = 1/2. Òîãäà ñîáûòèå A ∩ B =

{4, 6} è åãî âåðîÿòíîñòü ðàâíà P (A ∩ B) = 2/6 = 1/3. Ïî

îïðåäåëåíèþ

P (A|B) = P (A ∩B)/P (B) =
(1/3)

(1/2)
= 2/3.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A íå ðàâíà

åãî áåçóñëîâíîé âåðîÿòíîñòè P (A) = 1/2. Óñëîâíàÿ âåðîÿò-

íîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B âîçðîñëà, òî åñòü äîïîëíè-

òåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ (ñîáûòèå B) ïîçâîëèëà íàì ïåðåñìîò-

ðåòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò ñîáûòèå A.

Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî P (A|B) = P (A).

Äðóãèìè ñëîâàìè, èíôîðìàöèÿ î òîì, ÷òî ïðîèçîøëî ñî-

áûòèå B, íå ìåíÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò A,

åñëè A è B íåçàâèñèìû. Èíîãäà ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçóþò â

êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé.

42. Ïðàâèëüíóþ èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè 2 ðàçà. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ áîëåå 8 ïðè

óñëîâèè, ÷òî â ïåðâîì áðîñàíèè âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ.

43. Ïðàâèëüíóþ èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè 3 ðàçà. Íàé-

òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû íà îäíîé èç íèõ âûïàäåò
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¾øåñòåðêà¿, åñëè íà âñåõ êîñòÿõ âûïàëè ðàçíûå öèôðû.

44. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè äâàæäû. Ñîáûòèå A � íà

ïåðâîé êîñòè âûïàëî ÷åòíîå. ÑîáûòèåB � â ñóììå âûïàëà 8.

ßâëÿþòñÿ ëè ýòè ñîáûòèÿ íåçàâèñèìûìè? Íàéòè óñëîâíóþ

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B.

45. Ïðàâèëüíóþ ìîíåòó áðîñèëè 3 ðàçà. Ñîáûòèå A � âî

âòîðîì áðîñêå âûïàë ãåðá. Ñîáûòèå B � âûïàëî íå ìåíåå

äâóõ ãåðáîâ çà òðè áðîñêà. ßâëÿþòñÿ ëè ñîáûòèÿ A è B

íåçàâèñèìûìè? Íàéòè âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé A

è B.

46. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâà ðàçà. Ñîáûòèå A � â

ñóììå âûïàëî áîëüøå 9, ñîáûòèå B � ïðè âòîðîì áðîñêå

âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ. Íàéòè P (A∪B). Íàéòè P (A|B).

ßâëÿþòñÿ ëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìûìè è ïî÷åìó?

47. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè òðèæäû. Ñîáûòèå A � ïðè

ïåðâîì è âòîðîì áðîñêå âûïàëî ñòðîãî áîëüøå 4. Ñîáûòèå

B � â ñóììå íà òðåõ êîñòÿõ âûïàëî ñòðîãî áîëüøå 15. ßâ-

ëÿþòñÿ ëè ýòè ñîáûòèÿ íåçàâèñèìûìè? Íàéòè óñëîâíóþ âå-

ðîÿòíîñòü A ïðè óñëîâèè B.

48. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò òðèæäû. Ñîáûòèå A � â

ñóììå íà òðåõ êîñòÿõ âûïàëî áîëüøå 15. Ñîáûòèå B � ïðè

âòîðîì áðîñêå âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ. Íàéòè P (A∪B).

Íàéòè P (A|B). ßâëÿþòñÿ ëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìûìè

è ïî÷åìó?

49. Ïðàâèëüíóþ èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò 3 ðàçà. Ñîáûòèå

A � íà êîñòÿõ âûïàëî îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ. Ñîáûòèå

B � â ñóììå íà òðåõ êîñòÿõ âûïàëî ñòðîãî ìåíüøå ïÿòè.

ßâëÿþòñÿ ëè ýòè ñîáûòèÿ íåçàâèñèìûìè? Íàéòè óñëîâíóþ

âåðîÿòíîñòü P (A|B).

50. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A � äîæèòü äî 20 ëåò â íåêîòîðîé

ñòðàíå ðàâíà 0.9, à âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B � äîæèòü äî 60

ëåò ðàâíà 0.6. Íàéòè óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü äîæèòü äî 60
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ëåò, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ÷åëîâåê óæå äîæèë äî 20. ßâëÿþòñÿ

ëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìûìè?

51. Ñòóäåíò Âàñÿ ñ÷èòàåò, ÷òî îí ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.8 îòäàë

ó÷åáíèê ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îäíîìó èç ñâîèõ äðóçåé �

Âàíå èëè Ïåòå, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.2 � ïîòåðÿë. Îí òàêæå

ñ÷èòàåò, ÷òî åñëè ó÷åáíèê íå ïîòåðÿí, òî øàíñû îáíàðó-

æèòü åãî ó Âàíè èëè Ïåòè îäèíàêîâû. Ó Âàíè ó÷åáíèêà íå

îêàçàëîñü. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ó÷åáíèê ó Ïåòè?

5. Ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è Áàéåñà

5.1 Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Íà ïðàêòèêå íàì ÷àñòî èçâåñòíû èìåííî óñëîâíûå âå-

ðîÿòíîñòè èíòåðåñóþùåãî íàñ ñîáûòèÿ A è ïî íèì íàäî

âîññòàíîâèòü áåçóñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P (A). Ýòî ìîæíî

ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Äëÿ çà-

äàíèÿ ýòîé ôîðìóëû íàì ïîíàäîáèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ïî-

íÿòèå � ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáûòèé.
Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâH1,H2,H3, . . . , Hn

ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ñè-

ñòåìîé ñîáûòèé, åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1. H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hn = Ω, òî åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ ïîä-

ìíîæåñòâ äàåò âñå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

2. Ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ èç ñè-

ñòåìû H1, H2, H3, . . . , Hn ðàâíî ïóñòîìó ìíîæåñòâó.

Ìíîæåñòâà H1, H2, H3, . . . , Hn ÷àñòî èìåíóþò ãèïîòåçà-

ìè. Îòñþäà è îáîçíà÷åíèå H (îò àíãëèéñêîãî Hypothesis).

Ïðèìåð 1. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå èãðàëüíóþ êîñòü

áðîñàþò äâàæäû. Îïðåäåëèì ñîáûòèå H1 êàê âûïàäåíèå

îäèíàêîâîãî ÷èñëà î÷êîâ íà êàæäîé êîñòè, à ñîáûòèå H2 �

âûïàäåíèå ðàçíîãî ÷èñëî î÷êîâ ïðè ïåðâîì è âòîðîì áðîñ-

êå. ßñíî, ÷òî ãèïîòåçû H1, H2 îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó
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ñîáûòèé.

Ïðèìåð 2. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ìîíåòó ïîäáðà-

ñûâàþò äâàæäû. Ïóñòü ñîáûòèå H1 � âûïàëà õîòÿ áû îäíà

ðåøêà, à ñîáûòèå H2 � âûïàë õîòÿ áû îäèí îðåë. Îáðàçóþò

ëè ñîáûòèÿ H1 è H2 ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáûòèé?

Ðåøåíèå. Ñîáûòèå H1 âêëþ÷àåò òðè ýëåìåíòàðíûõ èñ-

õîäà H1 = {ðð, ðî, îð}. Ñîáûòèå H2 òàêæå âêëþ÷àåò òðè

èñõîäà H2 = {oo, ðî, îð}. Èõ îáúåäèíåíèå äàåò âñå ïðî-

ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω, íî ïåðåñå÷åíèå H1, H2

íå ðàâíî ïóñòîìó ìíîæåñòâó, òàê êàê H1 ∩ H2= {ðî, îð}.
Ñëåäîâàòåëüíî, H1, H2 íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé ñîáû-

òèé.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü H1, H2, H3, . . . , Hn � ïîëíàÿ ñè-

ñòåìà ñîáûòèé è âñå P (Hi) íå ðàâíû íóëþ. Òîãäà ñïðàâåä-

ëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

P (A) = P (A|H1)P (H1)+P (A|H2)P (H2)+. . .+P (A|Hn)P (Hn).

Åå íàçûâàþò ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.
Ïðèìåð 3. Â îïåðàöèîííîì îòäåëå áàíêà ðàáîòàþò 90%

îïûòíûõ ñîòðóäíèêîâ è 10% íåîïûòíûõ. Âåðîÿòíîñòü ñî-

âåðøåíèÿ îøèáêè ïðè î÷åðåäíîé áàíêîâñêîé îïåðàöèè îïûò-

íûì ñîòðóäíèêîì ðàâíà 0.01, à âåðîÿòíîñòü ñîâåðøåíèÿ

ïîäîáíîé îøèáêè íåîïûòíûì ñîòðóäíèêîì â äâàäöàòü ðàç

áîëüøå. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü ñîâåðøåíèÿ îøèáêè ïðè

î÷åðåäíîé áàíêîâñêîé îïåðàöèè â ýòîì îòäåëå?

Ðåøåíèå.Îáîçíà÷èì ÷åðåçH1 � ñîáûòèå: î÷åðåäíàÿ áàí-

êîâñêàÿ îïåðàöèÿ ïîïàëà íà îáñëóæèâàíèå ê îïûòíîìó ñî-

òðóäíèêó, à ÷åðåç H2 � ê íåîïûòíîìó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A

� ñîáûòèå, êîãäà ñîâåðøàåòñÿ îøèáêà. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

íàì çàäàíû óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A: P (A|H1) =

0.01 ó îïûòíûõ è P (A|H2) = 0.2 ó íåîïûòíûõ ñîòðóäíè-

êîâ. Åñëè âñå ñîòðóäíèêè îòäåëà ðàáîòàþò ¾íà ðàâíûõ¿, òî

åñòü íåò íèêàêèõ ïðåäïî÷òåíèé, êòî áóäåò âûïîëíÿòü î÷å-
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ðåäíóþ áàíêîâñêóþ îïåðàöèþ, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ P (H1) =

0.9 îíà ïîïàäåò ê îïûòíîìó ñîòðóäíèêó, è ñ âåðîÿòíîñòüþ

P (H2) = 0.1 � ïîïàäåò íåîïûòíîìó ñîòðóäíèêó. Ñîãëàñíî

ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè: P (A) = P (A|H1) · P (H1) +

P (A|H2) · P (H2) = 0.01 · 0.9 + 0.2 · 0.1 = 0.029.

5.2 Ôîðìóëà Áàéåñà

Ïóñòü çàäàíà ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáûòèé (ãèïîòåç) H1, H2,

H3, . . . , Hn, ðàçáèâàþùàÿ âñå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ

èñõîäîâ Ω è èõ íåêîòîðûå âåðîÿòíîñòè H1, H2, H3, . . . , Hn.

Ýòè èñõîäíûå âåðîÿòíîñòè ÷àñòî íàçûâàþò àïðèîðíûìè, òî

åñòü íàçíà÷åííûìè äî ïðîâåäåíèÿ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåí-

òà. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ñóùåñòâóþò òðóäíîñòè ñ íàçíà÷åíè-

åì ýòèõ âåðîÿòíîñòåé è ñòàâèòñÿ çàäà÷à èõ óòî÷íåíèÿ ïîñëå

ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè â õîäå ïðîâåäåíèÿ

ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, òî åñòü âû÷èñëåíèÿ íîâûõ âåðî-

ÿòíîñòåé ãèïîòåç P (Hi|A), ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî ïðîèçî-

øëî íåêîòîðîå ñîáûòèå A. Âåðîÿòíîñòè P (Hi|A) íàçûâàþò
àïîñòåðèîðíûìè, òî åñòü ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå îïûòà.

Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü çàêëþ÷åíèÿ âûãîäíîãî êîíòðàê-

òà ìîæåò ñèëüíî çàâèñåòü îò ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè. Ïðè

õîðîøåé ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè ïîäîáíàÿ âåðîÿòíîñòü

îáû÷íî çàìåòíî âûøå, ÷åì ïðè ïëîõîé. Îäíàêî âåðîÿòíîñòè

íàñòóïëåíèÿ õîðîøåé èëè ïëîõîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè

äàëåêî íå âñåãäà î÷åâèäíû. Ïîýòîìó îïðåäåëÿÿ ïîäîáíûå

âåðîÿòíîñòè, åñòü ãîòîâíîñòü êîððåêòèðîâàòü èõ ïî äîïîë-

íèòåëüíîé èíôîðìàöèè, ñêàæåì ïî ôàêòó çàêëþ÷åíèÿ âû-

ãîäíîãî êîíòðàêòà. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ èñïîëüçó-

åòñÿ ôîðìóëà Áàéåñà.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè H1, H2, H3, . . . , Hn ïîëíàÿ ñèñòå-

ìà ñîáûòèé, à âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A íå ðàâíà íóëþ, òî:
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P (Hi|A) =
P (A|Hi)P (Hi)

P (A|H1)P (H1) + . . . + P (A|Hn)P (Hn)
.

Ïðèìåð 4. Ñëåäîâàòåëü ïî ìàòåðèàëàì ïðåäâàðèòåëü-

íîãî ñëåäñòâèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.8 ïîäîçðåâàåò íåêîãî ÷å-

ëîâåêà â ñîâåðøåíèè ïðåñòóïëåíèÿ è òðåáóåò åãî àðåñòà.

Èçâåñòíî, âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ àëèáè ó ñîâåðøèâøå-

ãî ïðåñòóïëåíèå ðàâíà 0.1 (íàäî ïîìíèòü, ÷òî ïðåñòóïíè-

êè èíîãäà ñïåöèàëüíî îðãàíèçóþò ôàëüøèâûå àëèáè, íî èõ

ôàëüøèâîñòü íå âñåãäà ñðàçó î÷åâèäíà). Âåðîÿòíîñòü îáíà-

ðóæèòü àëèáè ó íåâèíîâíîãî ðàâíà 0.95. Â õîäå äîïîëíè-

òåëüíîãî ñëåäñòâèÿ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ó ïîäîçðåâàåìî-

ãî åñòü íåêîå àëèáè. Êàê äîëæíà èçìåíèòüñÿ âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ïîäîçðåâàåìûé ñîâåðøèë ïðåñòóïëåíèå?

Ðåøåíèå. Â çàäà÷å ôèãóðèðóþò äâå ãèïîòåçû: H1 � ïî-

äîçðåâàåìûé ñîâåðøèë ïðåñòóïëåíèå èH2 � ïîäîçðåâàåìûé

íåâèíîâåí. Âåðîÿòíîñòè ýòèõ ãèïîòåç ñëåäîâàòåëü àïðèîð-

íî îöåíèâàåò êàê: P (H1) = 0.8 è P (H2) = 0.2. Îáîçíà÷èì

÷åðåç A � ñîáûòèå íàëè÷èÿ ó ïîäîçðåâàåìîãî àëèáè. Òîãäà

P (A|H1) = 0.1, à P (A|H2) = 0.95. Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ íàéòè

P (H1|A). Ïî ôîðìóëå Áàéåñà:

P (H1|A) =
P (A|H1)P (H1)

P (A|H1)P (H1) + P (A|H2)P (H2)
=

=
0.1 · 0.8

0.1 · 0.8 + 0.95 · 0.2
= 8/27.

Çàìåòèì, ÷òî ýòà âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâåííî ñíèçèëàñü ïî

ñðàâíåíèþ ñ àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ P (H1).

52. Â êîðîáêå ëåæàò 30 ÿáëîê òðåõ ñîðòîâ: 15 ÿáëîê ïåðâîãî

ñîðòà è 6 ÿáëîê âòîðîãî ñîðòà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÿáëîêî

ïåðâîãî ñîðòà îêàæåòñÿ ÷åðâèâûì, ðàâíà 0.2, âòîðîãî ñîðòà
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� 0.5, à òðåòüåãî ñîðòà � 0.1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ñëó÷àéíî âûáðàííîå ÿáëîêî îêàæåòñÿ ÷åðâèâûì.

53. Ïàðëàìåíò ñîñòîèò èç 150 ÷åëîâåê, ðàçäåëåííûõ íà

òðè ïàðòèè: 75 ÷åëîâåê îò ïåðâîé ïàðòèè è 60 îò âòîðîé.

Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ÷åëîâåê, ñîñòîÿùèé â îïðåäåëåííîé

ïàðòèè, ïðîãîëîñóåò ¾ÇÀ¿ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0.3, 0.4 è

0.7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé ÷å-

ëîâåê ïðîãîëîñóåò ¾ÇÀ¿.

54. Ó øêîëüíèêà â ðþêçàêå áûëî 10 òåòðàäåé, èç íèõ 7

â êëåòêó è 3 � â ëèíåéêó. Îäíó èç òåòðàäåé îí çàáûë â

øêîëå. Ïîñëå ýòîãî îí íàóãàä âçÿë èç ðþêçàêà îäíó òåòðàäü.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ýòà òåòðàäü â êëåòêó?

55. Âåðîÿòíîñòü ïðîäàòü íåäâèæèìîñòü â òå÷åíèå äâóõ

ìåñÿöåâ ïðè áëàãîïðèÿòíîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè ðàâ-

íà 0.7, à ïðè íåáëàãîïðèÿòíîé òîëüêî 0.2. Ýêñïåðòû ñ÷èòà-

þò, ÷òî âåðîÿòíîñòü áëàãîïðèÿòíîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóà-

öèè â áëèæàéøåå âðåìÿ îöåíèâàåòñÿ êàê 0.15. Êàêîâà âåðî-

ÿòíîñòü ïðîäàòü íåäâèæèìîñòü â òå÷åíèå äâóõ áëèæàéøèõ

ìåñÿöåâ? Åñëè èçâåñòíî, ÷òî íåäâèæèìîñòü áûëà ïðîäàíà,

òî êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðè ýòîì áûëà íåáëàãîïðèÿòíàÿ

ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ?

56. Â îïåðàöèîííîì îòäåëåíèè áàíêà ðàáîòàþò 90% îïûò-

íûõ ðàáîòíèêîâ. Âåðîÿòíîñòü ñîâåðøåíèÿ îøèáêè îïûòíûì

ðàáîòíèêîì ðàâíà 0.02, à âåðîÿòíîñòü îøèáêè ó íåîïûòíîãî

ðàáîòíèêà 0.1. Âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü ñîâåðøåíèÿ îøèáêè.

Åñëè îøèáêè íå áûëî, òî êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ðàáîòó

âûïîëíÿë íåîïûòíûé ñîòðóäíèê?

57. Íåêîòîðûé êàíäèäàò áàëëîòèðóåòñÿ â îáëàñòíóþ äóìó

ïî 3 èçáèðàòåëüíûì îêðóãàì, íàõîäÿùèìñÿ â ðàçíûõ íàñå-

ëåííûõ ïóíêòàõ, â êîòîðûõ îí èìååò ðàçíóþ ñòåïåíü ïîïó-

ëÿðíîñòè. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí áóäåò èçáðàí â ïåðâîì

íàñåëåííîì ïóíêòå, ðàâíà 0.4, âî âòîðîì � 0.2, â òðåòüåì �
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0.8. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èç âñåãî ÷èñëà ó÷àñòâîâàâøèõ â ãî-

ëîñîâàíèè èçáèðàòåëåé â ïåðâîì íàñåëåííîì ïóíêòå ïðî-

æèâàåò 30%, âî âòîðîì � 20% è â òðåòüåì � 50%, íàéäèòå

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò êàíäèäàò áóäåò èçáðàí â îáëàñò-

íóþ äóìó.

58. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü îòëè÷íóþ îöåíêó ïî ìàòåìàòè-

êå íà âòîðîì êóðñå ïðè óñëîâèè, ÷òî áûëà îòëè÷íàÿ îöåíêà

ïî ìàòåìàòèêå íà ïåðâîì êóðñå � 0.8. Âåðîÿòíîñòü ïîëó-

÷èòü îòëè÷íóþ îöåíêó ïî ìàòåìàòèêå íà âòîðîì êóðñå ó

îñòàëüíûõ ñòóäåíòîâ � 0.15. Èçâåñòíî, ÷òî íà ïåðâîì êóðñå

10% ñòóäåíòîâ áûëè îòëè÷íèêàìè ïî ìàòåìàòèêå. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé ñòóäåíò âòîðî-

ãî êóðñà ïîëó÷èò îòëè÷íóþ îöåíêó ïî ìàòåìàòèêå?

59. Ñðåäè ñòóäåíòîâ 2 êóðñà 20% èìåëè îòëè÷íóþ îöåíêó

ïî ìàòåìàòèêå íà ïåðâîì êóðñå. Ïðè ýòîì ëèøü 70% îò

÷èñëà ñòóäåíòîâ, èìåþùèõ îòëè÷íóþ îöåíêó ïî ìàòåìàòèêå

íà ïåðâîì êóðñå, ïîëó÷èëè îòëè÷íóþ îöåíêó ïî ìàòåìàòèêå

è íà âòîðîì êóðñå. Êðîìå òîãî, 25% îò ÷èñëà ñòóäåíòîâ,

êîòîðûå íå áûëè îòëè÷íèêàìè ïî ìàòåìàòèêå íà ïåðâîì

êóðñå, ïîëó÷èëè îòëè÷íî ïî ìàòåìàòèêå íà âòîðîì êóðñå.

Êàêîé ïðîöåíò ñòóäåíòîâ âòîðîãî êóðñà èìåþò îòëè÷íóþ

îöåíêó ïî ìàòåìàòèêå çà âòîðîé êóðñ?

60. 75% æèòåëåé íåêîòîðîãî ðåãèîíà Ðîññèè ïðîæèâàåò

â ãîðîäàõ, à îñòàëüíûå â ñåëüñêîé ìåñòíîñòè. Âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ãîðîæàíèí ïðîãîëîñóåò çà ïàðòèþ ¾Åäèíàÿ Ðîñ-

ñèÿ¿ â ýòîì ðåãèîíå ðàâíà 0.4, àíàëîãè÷íàÿ âåðîÿòíîñòü ó

ñåëüñêîãî æèòåëÿ ðàâíà 0.6. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé èçáèðàòåëü â ýòîì ðåãèîíå íå ïðî-

ãîëîñóåò çà ïàðòèþ ¾Åäèíàÿ Ðîññèÿ¿?

61. Èç 80 ñòóäåíòîâ êóðñà þíîøè ñîñòàâëÿþò 25%. Âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåâóøêà ïîëó÷èò îòëè÷íóþ îöåíêó íà

ýêçàìåíå ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ðàâíà 0.3, à ó þíîøè àíà-
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ëîãè÷íàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0.2. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé ñòóäåíò èç ýòîãî êóðñà ïîëó-

÷èò îòëè÷íóþ îöåíêó íà ýêçàìåíå?

62. Íà íåêîòîðîì ïðåäïðèÿòèè âåðîÿòíîñòü ïðîèçâîäñòâà

áðàêîâàííîãî èçäåëèÿ ñîñòàâëÿåò 0.03. Ïðè êîíòðîëå ïðî-

äóêöèè ýòîãî ïðåäïðèÿòèÿ ñîâåðøàþòñÿ îøèáêè: ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 0.05 áðàêîâàííîå èçäåëèå ïðèçíàåòñÿ ãîäíûì è ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ 0.01 ãîäíîå èçäåëèå ïðèçíàåòñÿ áðàêîâàííûì.

Ñëó÷àéíî âûáðàííîå èçäåëèå áûëî ïðîêîíòðîëèðîâàíî è

ïðèçíàíî áðàêîâàííûì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ýòî èçäå-

ëèå ãîäíîå?

63. Â àâòîìàãàçèí ïîñòóïàþò òåðìîñòàòû îò 3-õ ïðîèç-

âîäèòåëåé. Ïðè÷åì 20% âñåõ ïîñòóïèâøèõ òåðìîñòàòîâ èç-

ãîòîâëåíî ïåðâûì ïðîèçâîäèòåëåì, 45% � âòîðûì, 35% �

òðåòüèì. Âåðîÿòíîñòü áðàêà ó ïåðâîãî ïðîèçâîäèòåëÿ ðàâíà

0.08, ó âòîðîãî � 0.02 è ó òðåòüåãî � 0.05. Íàóãàä âûáðàííûé

òåðìîñòàò îêàçàëñÿ áðàêîâàííûì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî

îí èçãîòîâëåí âòîðûì ïðîèçâîäèòåëåì?

64. Èç 60-òè ñòóäåíòîâ êóðñà 15 îòëè÷íèêîâ, 27 õîðîøèñòîâ

è 18 ñåðåäíÿ÷êîâ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòëè÷íèê îöåíèâà-

åò ïîëîæèòåëüíî êà÷åñòâî ïðåïîäàâàíèÿ, ðàâíà 0.95. Äëÿ

õîðîøèñòà ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0.90 è äëÿ ñåðåäíÿ÷êà �

0.50. Íàóãàä âûáðàííûé ñòóäåíò îöåíèë êà÷åñòâî ïðåïîäà-

âàíèÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ýòîò

ñòóäåíò � ñåðåäíÿ÷îê?

65. Â ïåðâîé óðíå ëåæàò äâà áåëûõ øàðà è ÷åòûðå ÷åðíûõ,

à âî âòîðîé 3 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ. Èç ïåðâîé óðíû ïåðåëîæè-

ëè âî âòîðóþ îäèí ñëó÷àéíî âûáðàííûé øàð. Ïîñëå ýòîãî

èç âòîðîé óðíû âûòàùèëè ñëó÷àéíûé øàð. Êàêîâà âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ïåðâîé óðíû ïåðåëîæèëè âî âòîðóþ

áåëûé øàð, åñëè ñëó÷àéíî âûíóòûé øàð èç âòîðîé óðíû

îêàçàëñÿ ÷åðíûì?
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66. Â ìàãàçèí ïîñòóïàåò îäíîòèïíûé òîâàð îò òðåõ ïî-

ñòàâùèêîâ, ïðè ýòîì äîëÿ ïîñòàâîê ïåðâîãî ïîñòàâùèêà ñî-

ñòàâëÿåò 60%, à âòîðîãî � 30%. Âåðîÿòíîñòü áðàêà ó ïåð-

âîãî ïîñòàâùèêà ðàâíà 0.05, à ó âòîðîãî 0.1, à ó òðåòüåãî

0.01. Ïîêóïàòåëü ïðèîáðåë èñïðàâíûé òîâàð. Êàêîâà âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïðèíàäëåæèò âòîðîìó ïîñòàâùèêó?

67. Äâà àóäèòîðà ïðîâåðÿþò 10 ôèðì (ïî 5 ôèðì êàæäûé),

ó äâóõ èç êîòîðûõ èìåþòñÿ íàðóøåíèÿ. Âåðîÿòíîñòü îáíà-

ðóæåíèÿ íàðóøåíèÿ ïåðâûì àóäèòîðîì ðàâíà 0.8, âòîðûì

� 0.9. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà íàðóøèòåëÿ áóäóò

âûÿâëåíû.

68. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è íàéòè âåðîÿòíîñòü òî-

ãî, ÷òî îäíîãî íàðóøèòåëÿ îáíàðóæèë ïåðâûé àóäèòîð, à

äðóãîãî � âòîðîé.

6. Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå

Îïðåäåëåíèå 1. Èñïûòàíèåì Áåðíóëëè íàçûâàþò ñëó-

÷àéíûé ýêñïåðèìåíò ñ äâóìÿ âîçìîæíûìè ýëåìåíòàðíûìè

èñõîäàìè: ω1 è ω2.

Îäèí èç ýòèõ èñõîäîâ îáû÷íî óñëîâíî èìåíóþò ¾óñïå-

õîì¿, à äðóãîé � ¾íåóäà÷åé¿. Âåðîÿòíîñòü ¾óñïåõà¿ îáîçíà-

÷àþò ÷åðåç p, à âåðîÿòíîñòü ¾íåóäà÷è¿ � q = 1− p.

Ïðèìåð 1. Ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû ìîæíî ñ÷èòàòü èñ-

ïûòàíèåì Áåðíóëëè. Åñëè ìîíåòà ñèììåòðè÷íàÿ, òî âåðîÿò-

íîñòü âûïàäåíèÿ îðëà è ðåøêè îäèíàêîâà è ðàâíà 1/2. Îäèí

èç ýòèõ èñõîäîâ, ñêàæåì, âûïàäåíèå îðëà, ìîæíî óñëîâíî

íàçâàòü ¾óñïåõîì¿.

Ïðèìåð 2. Åñëè ïðè ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè

íàñ èíòåðåñóåò ëèøü âûïàäåíèå èëè íåâûïàäåíèå øåñòåð-
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êè, òî ýòîò ýêñïåðèìåíò òîæå ìîæíî ñ÷èòàòü èñïûòàíèåì

Áåðíóëëè. Åñëè ñ÷èòàòü âûïàäåíèå øåñòåðêè ¾óñïåõîì¿, òî

åãî âåðîÿòíîñòü áóäåò ðàâíà 1/6. ¾Íåóäà÷åé¿ íàçîâåì âû-

ïàäåíèå ëþáîé äðóãîé ãðàíè. Âåðîÿòíîñòü ¾íåóäà÷è¿ áóäåò

ðàâíà 5/6.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (èëè ñåðèåé) èç

n èñïûòàíèé Áåðíóëëè íàçûâàþò òàêîé ñëó÷àéíûé ýêñïå-

ðèìåíò, â êîòîðîì íåçàâèñèìî ïîâòîðÿþò èñïûòàíèå Áåð-

íóëëè n ðàç. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü óñïåõà p íå ìåíÿåòñÿ îò

îïûòà ê îïûòó.

×èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â ñåðèè èç n èñïûòàíèé

Áåðíóëëè ðàâíî 2n. Âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî èñ-

õîäà â ñåðèè èç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè ðàâíà: pkqn−k, ãäå k

� ÷èñëî óñïåõîâ â ýòîé ñåðèè, à n-k � ÷èñëî íåóäà÷.

Ïðèìåð 3.Ìîíåòó ïîäáðîñèëè 3 ðàçà. Íàéòè îáùåå ÷èñ-

ëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â ýòîì ýêñïåðèìåíòå. Íàéòè ÷èñëî

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â ñîáûòèè ¾âûïàë ðîâíî îäèí îðåë¿.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A = {âûïàë ðîâíî îäèí îðåë}.

Ðåøåíèå. Óêàçàííûé ýêñïåðèìåíò ÿâëÿåòñÿ ñåðèåé èç

òðåõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñ-

õîäîâ â ýòîì ýêñïåðèìåíòå ðàâíî 23 = 8. Ñîáûòèþ A =

{âûïàë ðîâíî îäèí îðåë} ñîîòâåòñòâóþò òðè ýëåìåíòàðíûõ

èñõîäà ¾îðð¿, ¾ðîð¿, ¾ððî¿. Âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç ýòèõ

èñõîäîâ ðàâíà 1/8, ñëåäîâàòåëüíî P (A) = 3/8.

Â ñåðèè èç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ

îáùåå ÷èñëî óñïåõîâ � Sn. Ýòà âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ îò 0 äî n.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà óñïåõîâ â ñåðèè

èç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè íàçûâàþò áèíîìèàëüíûì ðàñïðå-

äåëåíèåì. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñåðèè èç n èñïûòàíèé

Áåðíóëëè ïðîèçîéäåò ðîâíî k óñïåõîâ, ðàâíà:

P (Sn = k) = Ck
np

kqn−k.
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Ïðèìåð 4. Â ñõåìå èç äåñÿòè èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè, ðàâíîé 0.1, íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò õîòÿ áû 2 óñïåõà.

Ðåøåíèå. Äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà

p = 0.1, ÷èñëîì èñïûòàíèé n = 10 è k = 0, 1, 2 èìååì

P (X ≥ 2) = 1− P (X < 2) =

= 1− C0
10(0.9)

0(0.1)10 − C1
10(0.9)

1(0.1)9 =

= 1− (0.1)10 − 10 · 0.9(0.1)9 = 1− 9.1 · (0.1)9 = 0.9999999909.

69. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîòðåáèòåëü êóïèò òîâàð äàí-

íîé ìàðêè, ðàâíà 0.3. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 5

ïîòðåáèòåëåé ðîâíî òðè êóïÿò òîâàð äàííîé ìàðêè?

70. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà S � ÷èñëî óñïåõîâ â 4 èñïûòàíèÿõ

Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè p =

0.5. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî P (S < 2).

71. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàð-

òó, ðàâíà 0.95. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ÷åòûðåõ

èçäåëèé õîòÿ áû îäíî íå óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó.

72. Â êîíòðîëüíîé ðàáîòå çà âòîðîé êóðñ ñòóäåíòàì ïðåä-

ëîæåíî 5 çàäà÷ ïî ðàçíûì òåìàì â âèäå òåñòîâ. Äëÿ êàæäîé

çàäà÷è ïðèâåäåíû 4 îòâåòà, îäèí èç êîòîðûõ ïðàâèëüíûé.

Çà ïðàâèëüíûé îòâåò íà çàäà÷ó íà÷èñëÿåòñÿ îäèí áàëë. Íàé-

òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò, íàóãàä âûáèðàþùèé îòâåò

â êàæäîé çàäà÷å, íàáåðåò õîòÿ áû 2 áàëëà.

73. Ïðàâèëüíóþ èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò 4 ðàçà. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øåñòåðêà âûïàäåò íå áîëåå äâóõ ðàç.

74. Õîðîøèé áàñêåòáîëèñò çàáðàñûâàåò øòðàôíîé áðîñîê ñ

âåðîÿòíîñòüþ 0.8. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ÷åòûðåõ

áðîñêîâ îí ïîïàäåò íå ìåíüøå äâóõ ðàç?

75. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ôóòáîëüíûé ãîëêèïåð îòðàæàåò

ïåíàëüòè ïîñëå ìàò÷à, ðàâíà 0.1. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî èç 5 ïåíàëüòè îí îòðàçèò íå ìåíåå äâóõ?
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76. Òåñò ñîñòîèò èç 5 âîïðîñîâ, â êàæäîì âîïðîñå ïî 4 âà-

ðèàíòà îòâåòà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü óãàäàòü ìåíåå äâóõ ïðà-

âèëüíûõ îòâåòîâ.

77. Èãðàëüíàÿ êîñòü áðîøåíà 4 ðàçà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî âûïàëî õîòÿ áû 2 øåñòåðêè.

78. Â òåñòå ñòóäåíòàì ïðåäëîæåíî 5 çàäà÷. Äëÿ êàæäîé çà-

äà÷è ïðèâåäåíû 4 îòâåòà, îäèí èç êîòîðûõ ïðàâèëüíûé. Çà

ïðàâèëüíûé îòâåò íà çàäà÷ó íà÷èñëÿåòñÿ îäèí áàëë. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò, íàóãàä âûáèðàþùèé îòâåò â

êàæäîé çàäà÷å, íàáåðåò:

à) õîòÿ áû 3 áàëëà; á) ðîâíî 5 áàëëîâ.

79. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê ïîïàäåò â öåëü, ðàâíà

0.8. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 5 âûñòðåëîâ õîòÿ áû

îäèí íå ïîïàäåò â öåëü.

80. Îñòàï Áåíäåð èãðàåò 8 ïàðòèé ïðîòèâ ÷ëåíîâ øàõ-

ìàòíîãî êëóáà. Âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà èì êàæäîé ïàðòèè

ñîñòàâëÿåò 0,01. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Îñòàï âûèã-

ðàåò

à) äâå ïàðòèè; á) õîòÿ áû îäíó ïàðòèþ.

81. Àáèòóðèåíò ïîäàë çàÿâëåíèÿ íà 5 ðàçëè÷íûõ ôàêóëü-

òåòîâ. Âåðîÿòíîñòü ïîñòóïèòü îäèíàêîâàÿ äëÿ êàæäîãî ôà-

êóëüòåòà è ðàâíà 0,8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àáèòóðè-

åíò ïîñòóïèò

à) íà âñå ôàêóëüòåòû; á) ðîâíî íà 2 ôàêóëüòåòà.

82. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàð-

òó, ðàâíà 0.95:

à) íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 4-õ èçäåëèé õîòÿ áû

îäíî íå óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó;

á) íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 4-õ èçäåëèé ðîâíî 3

èçäåëèÿ íå óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòó.
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7. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è åå ÷èñëîâûå

õàðàêòåðèñòèêè: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-

ïåðñèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ äèñ-

êðåòíîé, åñëè ìíîæåñòâî åå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êîíå÷íî

èëè ñ÷åòíî.

Ïðèìåð 1. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò îäèí ðàç. Îïðå-

äåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X êàê âûïàâøåå ÷èñëî î÷êîâ.

ßñíî, ÷òî ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äèñêðåòíà. Îíà ìîæåò

ïðèíèìàòü øåñòü çíà÷åíèé.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, â êî-

òîðîì ñòðåëîê ñòðåëÿåò â ìèøåíü äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ.

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X êàê ÷èñëî âûñòðåëîâ äî

ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ. Ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíè-

ìàòü çíà÷åíèÿ 1 (åñëè ïîïàë ñ ïåðâîãî ðàçà), 2, 3, 4, . . ..

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòîé âåëè÷èíû áåñêîíå÷íî, òàê êàê

ñòðåëîê ìîæåò âîîáùå íå ïîïàñòü â ìèøåíü, íî ñ÷åòíî.

×òîáû ïîëíîñòüþ îïèñàòü äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè-

÷èíó, íàäî óêàçàòü ìíîæåñòâî åå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé è

âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç ýòèõ çíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíûX íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ

çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è èõ âåðîÿòíîñòåé.

Îáû÷íî ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû X çàïèñûâàþò â âèäå òàáëèöû. Â ïåðâîé ñòðîêå òàá-

ëèöû óêàçûâàþò çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à âî âòîðîé

ñòðîêå � èõ âåðîÿòíîñòè.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X x1 x2 . . . xn
Âåðîÿòíîñòü P (X = xn) p1 p2 . . . pn
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Ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ çíà÷åíèé äèñêðåòíîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ðàâíà 1

n∑
i=1

pi = 1.

Ïðèìåð 3. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ìîíåòó ïîäáðî-

ñèëè 2 ðàçà. Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X êàê ÷èñëî

âûïàâøèõ îðëîâ. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ X .

Ðåøåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ìîæåò ïðèíèìàòü çíà-

÷åíèÿ 0, 1, 2. Âñåãî â ýòîì ýêñïåðèìåíòå âîçìîæíû 4 ðàâíî-

âåðîÿòíûõ èñõîäà: {p, p}, {o, p}, {p, o}, {o, o}. Âåðîÿòíîñòü
êàæäîãî èñõîäà 1/4. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ X

èìååò âèä:

X 0 1 2

P (X = xn) 1/4 1/2 1/4

Îïðåäåëåíèå 3. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì äèñêðåò-

íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èëè åå ñðåäíèì çíà÷åíèåì íàçû-

âàåòñÿ

E(X) =

n∑
i=1

xipi.

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà

âûïàâøèõ îðëîâ ïðè äâóêðàòíîì áðîñàíèè ìîíåòû.

Ðåøåíèå. Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

çàäàåòñÿ òàáëèöåé

X 0 1 2

P (X = xn) 1/4 1/2 1/4

Ñëåäîâàòåëüíî, E(X) = 0 · 1/4 + 1 · 1/2 + 2 · 1/4 = 1.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îáëàäà-

åò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1. E(C) = C, ãäå C � êîíñòàíòà;

2. E(aX) = aE(X), ãäå a � êîíñòàíòà, à X � ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà;

3. E(X + Y ) = E(X) + E(Y );

4. E(XY ) = E(X) · E(Y ), åñëè X è Y íåçàâèñèìûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû.

Îïðåäåëåíèå 4. Äèñïåðñèåé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû íàçûâàåòñÿ

D(X) = E(X − E(X))2.

Äëÿ ðàñ÷åòîâ äèñïåðñèè áîëåå óäîáíà ôîðìóëà

D(X) = E(X2)− [E(X)]2.

Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü äèñïåðñèþ ÷èñëà âûïàâøèõ îð-

ëîâ ïðè äâóêðàòíîì áðîñàíèè ìîíåòû.

Ðåøåíèå.

D(X) = E(X2)− [E(X)]2.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(X) = 1 (ñì. ïðèìåð 4). Äëÿ

âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè íàäî óìåòü âû÷èñëÿòü ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû X2. Åå ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ

X 0 1 4

P (X = xn) 1/4 1/2 1/4

Ñëåäîâàòåëüíî, E(X2) = 0 · 1/4 + 1 · 1/2 + 4 · 1/4 = 1.5.

Îòñþäà

D(X) = 1.5− 12 = 0.5.

Ñâîéñòâà äèñïåðñèè:

1. D(C) = 0, ãäå C � êîíñòàíòà;

2. D(aX) = a2D(X), ãäå a � êîíñòàíòà;

3. D(X + Y ) = D(X) +D(Y ), åñëè X è Y � íåçàâèñèìûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
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4. D(X +Y ) = D(X)+D(Y )+2Cov(X,Y ), åñëè X è Y �

ïðîèçâîëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à Cov(X, Y ) = E((X−
E(X)) · (Y −E(Y )) � êîâàðèàöèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Áîëåå ïîäðîáíî ïîíÿòèå êîâàðèàöèè áóäåò îáñóæäàòüñÿ â

ïàðàãðàôå 9.

Ïðèìåð 6. Ëîòåðåÿ ïðåäëàãàåò îäèí ïðèç 1500 ðóáëåé,

äâà ïðèçà 750 ðóáëåé è äåñÿòü ïðèçîâ 100 ðóáëåé. Ïðîäàëè

îäíó òûñÿ÷ó áèëåòîâ ïî 7 ðóáëåé çà áèëåò. Çàïèñàòü çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøà. Îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòü âûèã-

ðàòü áîëåå 100 ðóáëåé. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

âûèãðûøà, åñëè ïðèîáðåòåí îäèí áèëåò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX îçíà÷àåò ÷èñòûé

âûèãðûø. Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/1000 ÷èñòûé âûèãðûø

ñîñòàâèò X = 1500 − 7 = 1493, X = 750 − 7 = 743 ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ 2/1000, ñ âåðîÿòíîñòüþ 10/1000 ÷èñòûé âûèãðûø

X = 100 − 7 = 93, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 987/1000 òåðÿåòñÿ 7

ðóáëåé, òî åñòü X = −7. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ

X 1493 743 93 −7

P 0, 001 0, 002 0, 01 0, 987

Âûèãðàòü áîëåå ñòà ðóáëåé ìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ: êóïèòü

áèëåò ñ ïðèçîì 1500 ðóáëåé èëè 750 ðóáëåé, ïîýòîìó

P (X > 100) = P (X = 1493)+P (X = 743) = 0.001+0.002 = 0.003.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñîñòàâëÿåò EX = 1500 · 0.001 +
750 · 0.002 + 93 · 0.01− 7 · 0.987 = −3.

83. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ñëåäóþùèì

ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ:

X −1 0 2 4

p 0.1 0.1 0.3
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Äîïîëíèòü òàáëèöó è âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: X è X2 + 1.

84. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ñëåäóþùèì

ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ:

X −1 0 2 3

p 0.2 0.1 0.3

Äîïîëíèòü òàáëèöó è âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: X è 3X − 5.

85. Â êîðîáêå íàõîäÿòñÿ äåñÿòü $1 áàíêíîò, ïÿòü $5 áàíê-

íîò, òðè $20 áàíêíîòû, îäíà $50 áàíêíîòà è îäíà $100 áàíê-

íîòà. ×åëîâåê ïëàòèò $20, ÷òîáû âûòàùèòü îäíó áàíêíîòó.

Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ âûèãðû-

øà. ßâëÿåòñÿ ëè èãðà ñïðàâåäëèâîé?

86. Ìîíåòó áðîñàþò äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïàäåò ðåøêà.

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � ÷èñëî áðîñêîâ. Ïîñòðîèòü

ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ X è íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå,

åñëè ýòî âîçìîæíî.

87. Ëîòåðåÿ ïðåäëàãàåò îäèí ïðèç 1000 ðóáëåé, îäèí ïðèç

500 ðóáëåé è ïÿòü ïðèçîâ 100 ðóáëåé. Ïðîäàëè îäíó òûñÿ÷ó

áèëåòîâ ïî 3 ðóáëÿ çà áèëåò. Îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòü âûèã-

ðàòü áîëåå 200 ðóáëåé. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

âûèãðûøà, åñëè ïðèîáðåòåí îäèí áèëåò.

88. Â ëîòåðåå ïðîäàíî 500 áèëåòîâ ïî 10 ðóáëåé êàæäûé.

Èç íèõ îäèí áèëåò âûèãðûâàåò 1000 ðóáëåé, 8 áèëåòîâ ïî

250 ðóáëåé è 10 áèëåòîâ ïî 100 ðóáëåé. Çàïèñàòü çàêîí ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âûèãðûøà. Îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü

áîëåå 100 ðóáëåé. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñòîãî

âûèãðûøà äëÿ ÷åëîâåêà, êóïèâøåãî îäèí áèëåò.

89. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � ÷èñëî áàëëîâ çà òåñò, â êîòî-

ðîì 10 âîïðîñîâ è íà êàæäûé âîïðîñ ïðèâåäåíî 5 âàðèàíòîâ

îòâåòà. Çà ïðàâèëüíûé îòâåò íà÷èñëÿåòñÿ 1 î÷êî, çà íåïðà-
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âèëüíûé � 0. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îòâåòû âûáèðàåì íàóãàä.

Ïîñòðîèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ X è íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå è äèñïåðñèþ, åñëè ýòî âîçìîæíî.

8. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ òåîðèè ìàññîâîãî îá-

ñëóæèâàíèÿ, ñòðàõîâàíèÿ, íàäåæíîñòè äëÿ îïèñàíèÿ ñëó-

÷àéíîãî ÷èñëà íàñòóïàþùèõ ñîáûòèé çà íåêîòîðûé ïðîìå-

æóòîê âðåìåíè õîðîøî ïîäõîäèò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.

Â êà÷åñòâå òàêèõ ñîáûòèé ìîãóò âûñòóïàòü çàÿâêè íà îá-

ñëóæèâàíèå, ñòðàõîâûå ñëó÷àè, îòêàçû îáîðóäîâàíèÿ è ò.ï.

Îïðåäåëåíèå. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìå-

åò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, åñëè îíà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà-

÷åíèÿ 0, 1, 2, 3, . . ., k, . . ., à âåðîÿòíîñòü êîíêðåòíîãî çíà-

÷åíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

P (X = k) =
λk

k!
e−λ,

ãäå λ > 0 � ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå X : E(X) = λ. Äðóãèìè ñëî-

âàìè, λ � ýòî ñðåäíåå ÷èñëî ñîáûòèé â åäèíèöó âðåìåíè.

Äèñïåðñèÿ X : D(X) = λ.

Ïðèìåð 1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàñïðåäåëåíèå

Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ = 1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

X ≥ 2.

Ðåøåíèå.

P (X ≥ 2) = 1− P (X < 2) = 1− P (X = 0)− P (X = 1) =

= 1− 10

0!
e−1 − 11

1!
e−1 = 1− 2e−1 ≈ 0.24.

Ïðèìåð 2. Â îôèñ íåêîòîðîé êîìïàíèè â ñðåäíåì ïî-

ñòóïàåò 90 çâîíêîâ â ÷àñ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â

òå÷åíèå äâóõ ìèíóò â îôèñ ïîñòóïèò ðîâíî 1 çâîíîê.
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Ðåøåíèå. Åñëè â ÷àñ â ñðåäíåì ïîñòóïàåò 90 çâîíêîâ, òî

â òå÷åíèå 2 ìèíóò â ñðåäíåì ïîñòóïàåò 90 : 30 = 3 çâîíêà.

Òî åñòü äëÿ èíòåðâàëà âðåìåíè 2 ìèíóòû λ = 3. Òîãäà

P (X = 1) =
31

1!
e−3 =

3

e3
≈ 0.152.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íûX è Y èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðàìè λ1

è λ2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X +Y òàê-

æå èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ = λ1+λ2.

Ïðèìåð 3. Â ëàâêó ïî ðåìîíòó îáóâè â ñðåäíåì çàõîäÿò

3 ÷åëîâåêà â ÷àñ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ÷èñëî ïîñåòèòåëåé ðàñïðåäå-

ëåíî ïî çàêîíó Ïóàññîíà, íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â

òå÷åíèå äâàäöàòè ìèíóò çàéäóò íå ìåíåå òðåõ ÷åëîâåê.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ÷èñëî ïîñåòèòåëåé X ëàâêè â òå÷å-

íèå äâàäöàòè ìèíóò ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñî

ñðåäíèì λ = 1, òî

P (X ≥ 3) = 1−P (X < 3) = 1−P (X = 0)−P (X = 1)−P (X = 2) =

= 1− 10

0!
e−1 − 11

1!
e−1 − 12

2!
e−1 = 1− 5

2e
.

90. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

ñ ïàðàìåòðîì 2. Íàéäèòå P (X < 3).

91. Íà÷èíàþùèé âîäèòåëü â ñðåäíåì ñîâåðøàåò îäíó îøèá-

êó çà 5 ìèíóò. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ÷èñëî ñîâåðøåííûõ òàêèì

âîäèòåëåì îøèáîê ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ïóàññîíà, íàéäèòå

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âîäèòåëü ñîâåðøèò çà 5 ìèíóò íå ìå-

íåå äâóõ îøèáîê.

92. ×èñëî òåëåôîííûõ çâîíêîâ íà òåëåôîíû íåêîòîðîé

êîìïàíèè îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà. Èçâåñò-

íî,÷òî â òå÷åíèå ÷àñà â ñðåäíåì ôèêñèðóåòñÿ 24 çâîíêà.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå ïÿòè ìèíóò áóäåò

çàôèêñèðîâàíî áîëåå 3 çâîíêîâ?
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93. Çà ïîñëåäíèå 2 ãîäà â Ðîññèè áûëî çàôèêñèðîâàíî 12

êðóïíûõ àâèàöèîííûõ àâàðèé íà ïàññàæèðñêèõ àâèàëèíè-

ÿõ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå ÷åòûðåõ áëè-

æàéøèõ ìåñÿöåâ ïðîèçîéäåò íå ìåíåå òðåõ àâàðèé?

94. Ñðåäíåå ÷èñëî ïîñòóïàþùèõ çàêàçîâ â êîìïàíèþ ïî

äîñòàâêå ïèööû ðàâíî 240 â òå÷åíèå 2-õ ÷àñîâ. Êàêîâà âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå ìèíóòû ïîñòóïèò îò 2 äî 3

çàêàçîâ?

95. Íà íåêîòîðîì ïåðåêðåñòêå äîðîãè â ñðåäíåì ïðîèñõî-

äèò 2 íàðóøåíèÿ ïðàâèë äâèæåíèÿ â ÷àñ. Êàêîâà âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî çà äâà ÷àñà áóäåò çàôèêñèðîâàíî ìåíåå 3

íàðóøåíèé?

96. Íà çàäàííîì ó÷àñòêå øîññå ñ èíòåíñèâíûì äâèæåíèåì

â äíåâíîå âðåìÿ â ñðåäíåì ïðîèñõîäèò 1 àâàðèÿ çà 2 ÷àñà.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ÷èñëî àâàðèé èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà,

íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå 8 äíåâíûõ ÷àñîâ

íà ýòîì ó÷àñòêå ïðîèçîéäåò áîëåå 2 àâàðèé.

97. Íà ïëàòíóþ ïàðêîâêó â ñðåäíåì çàåçæàåò 12 àâòîìîáè-

ëåé â ÷àñ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ÷èñëî ïðèåçæàþùèõ ìàøèí ðàñïðå-

äåëåíî ïî çàêîíó Ïóàññîíà, íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

â òå÷åíèå 5 ìèíóò íà ïàðêîâêó çàåäåò íå ìåíåå òðåõ ìàøèí.

9. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ äèñêðåòíûõ âå-

ëè÷èí. Êîâàðèàöèÿ è êîððåëÿöèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí

Îïðåäåëåíèå 1. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðå-

äåëåíèå äâóõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èçìåðÿåìûõ

â îäíîì è òîì æå ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå, åñëè äëÿ êàæ-

äîé ïàðû çíà÷åíèé ýòèõ âåëè÷èí (xi, yj) çàäàíà âåðîÿòíîñòü

P (X = xi, Y = yj) = pij, ãäå xi, i = 1, . . . , n � ìíîæåñòâî

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé X , à yj , j = 1, . . . ,m � ìíîæåñòâî
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âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé Y .

Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå òàáëèöû:

X \ Y y1 y2 . . . ym
x1 p11 p12 . . . p1m
x2 p21 p22 . . . p2m
. . . . . . . . . . . . . . .

xn pn1 pn2 . . . pnm

Ñóììà âñåõ çíà÷åíèé pij:
m∑
j=1

n∑
i=1

pij = 1.

Ïðèìåð 1. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâà ðàçà. Îïðåäå-

ëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X êàê ÷èñëî âûïàâøèõ øåñòåðîê.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 0, åñëè

õîòÿ áû íà îäíîé êîñòè âûïàäåò íå÷åòíîå, è 1, åñëè íà îáå-

èõ êîñòÿõ âûïàäåò ÷åòíîå. Âûïèñàòü òàáëèöó ñîâìåñòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y .

Ðåøåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ìîæåò ïðèíèìàòü òðè

çíà÷åíèÿ � 0, 1, 2, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y � äâà çíà÷åíèÿ 0,

1. Ñëåäîâàòåëüíî, òàáëèöà ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áó-

äåò èìåòü âèä:

X \ Y 0 1

0 p11 p12
1 p21 p22
2 p31 p32

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü âñå âåðîÿòíîñòè pij = P (X = xi, Y =

yj). Äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ýòî-

ãî ýêñïåðèìåíòà íàäî ðàçáèòü íà ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå

âñåì âîçìîæíûì ïàðàì çíà÷åíèé (xi, yj).
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1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6

2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6

3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6

4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4,6

5,1 5,2 5,3 5,4 5,5 5,6

6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî p32 = P (X = 2, Y = 1) = 1/36, òàê êàê

åé ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî ýëåìåíòàðíûé èñõîä ωe= {6, 6}.

p31 = P (X = 2, Y = 0) = 0.

p22 = P (X = 1, Y = 1) = 4/36 = 1/8, òàê êàê ýòîìó ñî-

áûòèþ ñîîòâåòñòâóþò 4 ýëåìåíòàðíûõ èñõîäà: {6,2}, {6,4},

{2,6}, {4,6}.

p21 = P (X = 1, Y = 0) = 6/36 = 1/6, òàê êàê ýòîìó ñî-

áûòèþ ñîîòâåòñòâóþò 6 ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ: {6,1}, {6,3},

{2,5}, {1,6}, {3,6}, {5,6}.

p12 = P (X = 0, Y = 1) = 4/36 = 1/8, òàê êàê ýòîìó

ñîáûòèþ ñîîòâåòñòâóþò èñõîäû: {2,2}, {2,4}, {4,2}, {4,4}.

p11 = P (X = 0, Y = 0) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî êàê 1 −
p12−p21−p22−p31−p32 = 1−4/36−6/36−4/36−0−1/36 =

21/36. Òàêèì îáðàçîì, òàáëèöà ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

X è Y â ýòîì ýêñïåðèìåíòå èìååò âèä:

X \ Y 0 1

0 21/36 4/36

1 6/36 4/36

2 0 1/36

Èç òàáëèöû ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ äèñêðåòíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå êàæ-

äîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y . Òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ

íàçûâàþòñÿ ìàðãèíàëüíûìè èëè ÷àñòíûìè. Äëÿ òîãî ÷òî-

áû ïîëó÷èòü ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå X , òî åñòü íàéòè
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âåðîÿòíîñòü P (X = xi), íàäî ïðîñóììèðîâàòü âåðîÿòíîñòè

â i-é ñòðîêå òàáëèöû ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

P (X = xi) = pi1 + pi2 + . . . + pim.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Y , òî åñòü íàéòè âåðîÿòíîñòè P (Y = yi), íàäî ïðîñóììèðî-

âàòü âåðîÿòíîñòè â j-ì ñòîëáöå òàáëèöû ñîâìåñòíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ:

P (Y = yj) = p1j + p2j + . . . + pnj.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå X è

Y èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Íàéòè ìàðãèíàëüíûå ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y .

Ðåøåíèå. Ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå X çàäàåòñÿ òàá-

ëèöåé:

X 0 1 2

p 25/36 10/36 1/36

Ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Y çàäàåòñÿ òàáëèöåé

Y 0 1

p 27/36 9/36

Óòâåðæäåíèå. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è

Y íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ i è

j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m pij = P (X = xi, Y = yj) =

P (X = xi) · P (Y = yj). Ýòó ôîðìóëó ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ ïðîâåðêè íåçàâèñèìîñòè äâóõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y ,

îïðåäåëåííûå â ïðèìåðå 1. ßâëÿþòñÿ ëè ýòè ñëó÷àéíûå âå-

ëè÷èíû íåçàâèñèìûìè?

Ðåøåíèå. Â ïðèìåðå 1 áûëî ïîëó÷åíî ñîâìåñòíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå X è Y , â ÷àñòíîñòè: p11 = P (X = 0, Y = 0) =

21/36.
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Â ïðèìåðå 2 áûëè ïîëó÷åíû ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëå-

íèÿ X è Y , â ÷àñòíîñòè: P (X = 0) = 25/36 è P (Y = 0) =

27/36.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé íåçàâèñèìîñòè: P (X =

0, Y = 0) = P (X = 0) · P (Y = 0)

21/36 ̸= 25/36 · 27/36.
Ñëåäîâàòåëüíî,X è Y çàâèñÿò äðóã îò äðóãà. Â ýòîì ïðèìå-

ðå íàì ïîâåçëî, òàê êàê ïðîâåðêà îãðàíè÷èëàñü ëèøü èññëå-

äîâàíèåì ðàâåíñòâà äëÿ i = 1 è j = 1. Òàê áûâàåò íå âñåãäà.

Åñëè áû óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè âûïîëíÿëîñü áû äëÿ p11, òî

íàì ïðèøëîñü áû ïðîâåðÿòü ýòî óñëîâèå äëÿ âñåõ îñòàëü-

íûõ pij.

9.1 Êîâàðèàöèÿ

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y çàâèñè-

ìû, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñèëà èõ âçàèìîñâÿçè. Äëÿ ýòîãî

èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå êîâàðèàöèè (òî åñòü ñîâìåñòíîé âà-

ðèàöèè) äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëåíèå 2. Êîâàðèàöèåé äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y íàçûâàåòñÿ Cov(X,Y ) = E(X − E(X))(Y − E(Y )).

Íà ïðàêòèêå äëÿ âû÷èñëåíèÿ Cov(X,Y ) ÷àùå èñïîëüçó-

åòñÿ ôîðìóëà Cov(X, Y ) = E(X · Y )− E(X) · E(Y ).

Ïðèìåð 4. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ äèñêðåòíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y çàäàíî òàáëèöåé:

X \ Y 0 1

0 0.1 0.3

1 0.4

Íàéòè Cov(X,Y ).

Ðåøåíèå. Çàïîëíèì äî êîíöà òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ P (X = 1, Y = 1) = 1 − 0.1 − 0.3 − 0.4 = 0.2.
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Âû÷èñëèì ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ X è Y :

X 0 1

p 0.4 0.6

Y 0 1

p 0.5 0.5

Ïðè ýòîì E(X) = 0.6, à E(Y ) = 0.5. Íàéäåì ðàñïðåäåëå-

íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X · Y . Ýòà âåëè÷èíà ìîæåò ïðè-
íèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ 0 è 1. P (X · Y = 1) = P (X =

1, Y = 1) = 0.2. Ñëåäîâàòåëüíî, P (X ·Y = 0) = 1−0.2 = 0.8

è ðàñïðåäåëåíèå X · Y çàäàåòñÿ òàáëèöåé:

X · Y 0 1

p 0.8 0.2

Cov(X,Y ) = E(X · Y )− E(X) · E(Y ) = 0 · 0.8 + 1 · 0.2−
0.6 · 0.5 = 0.2− 0.3 = −0.1.

Ñâîéñòâà êîâàðèàöèè:

1. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî

Cov(X,Y ) = 0;

2. ÏóñòüX1 = a1+b1x è Y1 = a2+b2Y , òîãäà Cov(X1, Y1) =

b1b2Cov(X, Y ).

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåëè÷èíà êîâàðèàöèè ìåæäó äâóìÿ

ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè çàâèñèò îò èõ åäèíèö èçìåðåíèÿ.

Ýòî î÷åíü íåóäîáíî äëÿ èíòåðïðåòàöèè çíà÷åíèÿ êîâàðèà-

öèè êàê ìåðû ñâÿçè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

9.2 Êîððåëÿöèÿ

Îïðåäåëåíèå 3. Êîððåëÿöèåé äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

íàçûâàåòñÿ:

Cor(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

.
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Ñâîéñòâà êîððåëÿöèè:

1. Åñëè X è Y íåçàâèñèìû, òî Cor(X,Y ) = 0.

2. |Cor(X, Y )| ≤ 1.

3. Åñëè Cor(X,Y ) = 1, òî Y = a + bX , ãäå b > 0.

Åñëè Cor(X, Y ) = −1, òî Y = a + bX , ãäå b < 0.

4. ÏóñòüX1 = a1+b1X è Y1 = a2+b2Y , òîãäàCor(X1, Y1) =

Cor(X,Y ), åñëè b1 · b2 > 0 è Cor(X1, Y1) = −Cor(X, Y ), åñ-

ëè b1 · b2 < 0.

Ïðèìåð 5.Äëÿ äàííûõ ïðèìåðà 4 âû÷èñëèòåCor(X, Y ).

Ðåøåíèå. Â ïðèìåðå 4 íàéäåíî, ÷òî Cov(X,Y ) = −0.1,

à òàêæå íàéäåíû ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿX è Y . Ñëå-

äîâàòåëüíî

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 = 0.4 · 0.6 = 0.24,

D(Y ) = E(Y 2)− [E(Y )]2 = 0.5 · 0.5 = 0.25.

Îòñþäà: Cor(X, Y ) = Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

= −0.1√
0.24

√
0.25

≈ −0.4.

Ïðèìåð 6. Ñîâìåñòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí X è Y çàäàí òàáëèöåé:

X \ Y 0 1 3

0 0.15 0.05 0.3

−1 0 0.15 0.1

−2 0.15 0 0.1

Íàéäèòå

à) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X è çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) EX , EY , DX , DY , cov(X,Y ), à òàêæå ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V =

6X − 4Y + 3.

â) óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(X|Y = 0).
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Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè çàêîíû ðàñïðåäåëåíèé

X è Y , íóæíî ïðîñóììèðîâàòü âåðîÿòíîñòè ïî ñòðîêàì è

ñòîëáöàì ñîîòâåòñòâåííî:

X 0 −1 −2

P 0, 5 0, 25 0, 25

Y 0 1 3

P 0, 3 0, 2 0, 5

Çíàÿ çàêîíû ðàñïðåäåëåíèé âû÷èñëÿåì ìàòåìàòè÷åñêèå

îæèäàíèÿ, äèñïåðñèè è êîâàðèàöèþ:

EX = 0·0.5−1·0.25−2·0.25 = −0.75, EY = 0·0.3+1·0.2+3·0.5 = 1.7,

DX = E(X2)−(EX)2 = 02·0.5+(−1)2·0.25+(−2)2·0.25−(−0.75)2 =

= 1.25− 0.5625 = 0.6875,

DY = E(Y 2)− (EY )2 = 02 · 0.3 + 12 · 0.2 + 32 · 0.5− (1.7)2 =

= 4.7− 2.89 = 1.81,

cov(X ;Y ) = E(XY )− EX · EY =

= −1 · 1 · 0.15− 1 · 3 · 0.1− 2 · 3 · 0.1 + 0.75 · 1.7 = 0.225.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû V ïðîùå âû÷èñëèòü ïî ñâîéñòâàì:

EV = E(6X − 4Y + 3) = 6EX − 4EY + 3 =

= −6 · 0.75− 4 · 1.7 + 3 = −8.3,

DV = D(6X−4Y +3) = 36DX+16DY +2·6·(−4)cov(X ;Y ) =

= 36 · 0.6875 + 16 · 1.81− 48 · 0.225 = 53.71− 10.8 = 42.91.

Ñîñòàâèì óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèåX îò Y , ïîëüçóÿñü ôîð-

ìóëîé P (X|Y = 0) = P (X∩Y=0)
P (Y=0) :
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P (X = 0|Y = 0) =
P (X = 0, Y = 0)

P (Y = 0)
=

0.15

0.3
= 1/2,

P (X = −1|Y = 0) =
P (X = −1, Y = 0)

P (Y = 0)
= 0,

P (X = −2|Y = 0) =
P (X = −2, Y = 0)

P (Y = 0)
=

0.15

0.3
= 1/2,

îòêóäà

E(X|Y = 0) = 0 · 1
2
− 1 · 0− 2 · 1

2
= −1.

98. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âå-

ëè÷èíû X è Y çàäàíû ðÿäàìè ðàñïðåäåëåíèé:

X 0 1

p 0.1 0.9

Y −1 0 1

p 0.2 0.3 0.5

Ïîñòðîèòü òàáëèöó èõ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

99. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå áðîñàþò ìîíåòó è èãðàëü-

íóþ êîñòü. Ïóñòü X � ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ íà ìîíåòå, à

Y � ÷èñëî âûïàâøèõ øåñòåðîê íà êîñòè. Ñîñòàâèòü òàáëèöó

ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

100. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå áðîñàþò äâå ìîíåòû è äâå

èãðàëüíûå êîñòè. Ïóñòü X � ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ, à Y �

÷èñëî âûïàâøèõ ïÿòåðîê. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñîâìåñòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ X è Y .

101. Ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ çàêëþ÷àåò äîãîâîð ñòðàõîâàíèÿ,

ïðåäóñìàòðèâàþùèé âûïëàòó 50 000 ðóáëåé â ñëó÷àå ìåë-

êîãî óùåðáà è 100 000 ðóáëåé â ñëó÷àå êðóïíîãî óùåðáà.

Ñòðàõîâîé âçíîñ ïî äîãîâîðó ñîñòàâëÿåò 4 000. Âåðîÿòíîñòü

ìåëêîãî óùåðáà 0.05, à êðóïíîãî � 0.01. Ñîñòàâèòü òàáëèöó

ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûïëàò ïî äâóì òàêèì íåçàâè-

ñèìûì äîãîâîðàì.
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102. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y çàäàíî òàáëèöåé

X \ Y 0 1

0 0.2 0.3

1 0.2 0.3

ßâëÿþòñÿ ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX è Y íåçàâèñèìûìè?

Âûïèñàòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X · Y .
103. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y çàäàíî òàáëèöåé

X \ Y −1 0 2

−1 0.08 0.12 0.2

1 0.12 0.18

Âûïèñàòü ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí X è Y . ßâëÿþòñÿ ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçà-

âèñèìûìè? Âûïèñàòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû X · Y .
104. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y çàäàíî òàáëèöåé

X \ Y 1 2 3

0 0 0.1

2 0.4 0.1 0.3

Âûïèñàòü ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí X è Y . ßâëÿþòñÿ ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçà-

âèñèìûìè? Âûïèñàòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí X · Y , X + Y .

105. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y çàäàíî òàáëèöåé

X \ Y −1 0 2

−2 0.1 0.3 0.4

1 0.2 0
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ßâëÿþòñÿ ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû-

ìè? Âûïèñàòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX ·Y .
Íàéòè E(X · Y ).

106. Ñîâìåñòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y çàäàí òàáëèöåé:

X \ Y −2 −1 0

0 2/16 1/16 1/16

1 1/16 3/16 2/16

2 5/16 1/16

Íàéäèòå:

à) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X (åå çíà-

÷åíèÿ â âåðòèêàëüíîì ñòîëáöå);

á) EX , DX , E(X2 − 3);

â) cov(X, Y ).

107. Ñîâìåñòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y çàäàí òàáëèöåé:

X \ Y −1 0 1

−0.5 3/25 2/25 0

0 7/25 3/25 3/25

0.5 0 2/25

Íàéäèòå:

à) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y (åå çíà-

÷åíèÿ â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû);

á) E(Y ), D(Y ), E(Y 3 − 4);

â) êîâàðèàöèþ cov(X, Y ) è êîððåëÿöèþ cor(X,Y ).

108. Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V = 3X −
2Y , åñëè ñîâìåñòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí X è Y çàäàí òàáëèöåé çàäà÷è 107.

109. Ñîâìåñòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y çàäàí òàáëèöåé (çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X
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ïðèâåäåíû â ïåðâîì ñòîëáöå):

X \ Y −2 0 1

0 0.1 0.1 0.2

1 0.3 0.2

Íàéäèòå:

à) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû XY ;

á) E(Y ), D(Y ), cov(2X − 3Y + 5, Y − 3X + 2);

â) êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó Σ.

110. Ñîâìåñòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y çàäàí òàáëèöåé:

X \ Y 0 −1 3

0 0.2 0 0.1

1 0.05 0.1 0

2 0.3 0 0.25

Íàéäèòå à) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X

è çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ; á) EX , EY ,

DX , DY , cov(X, Y ), à òàêæå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è

äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V = 2X − 5Y − 1.

111. Êîððåëÿöèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ìåðîé

(óêàæèòå â îòâåòå íîìåðà âåðíûõ óòâåðæäåíèé):

À) Ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ñëó÷àé-

íûìè âåëè÷èíàìè.

Á) Ìåðîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè ìåæäó

äâóìÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Â) Ìåðîé ëèíåéíîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ñëó÷àéíû-

ìè âåëè÷èíàìè.

Ã) Ìåðîé ìîíîòîííîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ñëó÷àé-

íûìè âåëè÷èíàìè.

112. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìîæåò ïðèíèìàòü ñëåäóþ-

ùèå çíà÷åíèÿ (óêàæèòå â îòâåòå íîìåðà âåðíûõ óòâåðæäå-

íèé):

55



À) ëþáîå çíà÷åíèå íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé;

Á) òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà ÷èñëîâîé ïðÿ-

ìîé;

Â) çíà÷åíèÿ îò ìèíóñ åäèíèöû äî ïëþñ åäèíèöû;

Ã) çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ, íå ïðåâîñõîäÿùèå åäèíèöû.

113. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí êîýôôèöèåíò

êîððåëÿöèè ðàâåí (óêàæèòå â îòâåòå íîìåðà âåðíûõ óòâåð-

æäåíèé):

À) 0;

Á) 1;

Â) 0.5;

Ã) ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè

îò ðàñïðåäåëåíèé ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

114. Èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè äâóõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí X è Y ðàâåí 1. Óêàæèòå â îòâåòå íîìåðà âåð-

íûõ óòâåðæäåíèé:

À) X è Y íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû;

Á) Y = 2 + 3X ;

Â) Y = 5− 2X ;

Ã) Y = 6 + 7X + 3X2.

115. Èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ñëó-

÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X è Y ðàâåí ïîëîâèíå. Âû÷èñëèòå

çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âå-

ëè÷èíàìè (3X − 1) è (4− Y ).

116. Èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ñëó-

÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X è Y ðàâåí ìèíóñ 0.3. Âû÷èñëèòå

çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âå-

ëè÷èíàìè (5X − 2) è (Y − 2).

10. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Íàðÿäó ñ äèñêðåòíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè âàæíóþ
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ðîëü â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ èãðàþò íåïðåðûâíûå ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû. Ñîâîêóïíîñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé òàêèõ

âåëè÷èí îáðàçóåò íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî. Òàêèì ìíîæå-

ñòâîì ìîæåò áûòü îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ÷èñëîâîé ëó÷,

âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ. Çàäàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷à-

åòñÿ îò äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ íåïðåðûâíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íåëüçÿ çàäàòü èõ ðàñïðåäåëåíèå, ïðîñòî

óêàçûâàÿ âåðîÿòíîñòè êàæäîãî îòäåëüíîãî çíà÷åíèÿ. ×àñòî

ðàñïðåäåëåíèå íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæíî çà-

äàòü ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.Ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè íàçûâàþò ôóíê-

öèþ ρ(x), çàäàííóþ äëÿ âñåõ x íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, òàêóþ

÷òî:

1. ρ(x) ≥ 0 äëÿ âñåõ x.

2. Ïëîùàäü ïîä ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ðàâíà 1, ò.å.

+∞∫
−∞

ρ(x)dx = 1.

Åñëè íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò ñâîè

çíà÷åíèÿ òîëüêî íà ÷àñòè ÷èñëîâîé ïðÿìîé Ω, òî ïîëàãàþò,

÷òî ρ(x) = 0 äëÿ x, íå ïðèíàäëåæàùèõ Ω.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü

ρ(x) =

{
1− |x|, x ∈ [−1; 1]

0, x /∈ [−1; 1].

Òîãäà ρ(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ρ(x) ≥ 0 íà âñåé ÷èñëî-

âîé ïðÿìîé. Ïîêàæåì, ÷òî ïëîùàäü ïîä êðèâîé ïëîòíîñòè

ðàâíà 1.

Íà îòðåçêå [−1, 1] ãðàôèê ρ(x) è îñü àáñöèññ îáðàçóþò

ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ îñíîâàíèåì 2 è âûñîòîé 1.
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Åãî ïëîùàäü ðàâíà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå 2 èç îïðåäå-

ëåíèÿ âûïîëíåíî.

Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîçâîëÿåò íàõîäèòü âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïî-

ïàäåò â íåêîòîðóþ îáëàñòü, íàïðèìåð îòðåçîê [a, b]:

P (X ∈ [a, b]) =

b∫
a

ρ(x)dx.

Äðóãîé ñïîñîá ïîèñêà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî íåïðåðûâíàÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèìåò çíà÷åíèÿ íà íåêîòîðîì îòðåç-

êå, ñâÿçàí ñ çàäàíèåì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà X ïðèìåò çíà÷åíèÿ, ìåíüøåå èëè ðàâíîå x,

òî åñòü F (x) = P (X ≤ x).

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ïëîòíîñòü ρ(x), òî åå

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ â âèäå

F (x) =

x∫
−∞

ρ(t)dt.

Ïðèìåð 2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

íà îòðåçêå [0; 1] è åå ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íà

ýòîì îòðåçêå ðàâíà ρ(x) = 2x (íà âñåé îñòàëüíîé ÷àñòè ÷èñ-

ëîâîé ïðÿìîé ρ(x) = 0). Íàéòè F (x).

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ x ∈ [0; 1]

F (x) =

x∫
−∞

ρ(t)dt =

0∫
−∞

0dt +

x∫
0

2tdt = t2|x0 = x2.
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Äëÿ x < 0 F (x) = 0, à äëÿ x > 1 F (x) = 1, ò.ê. äëÿ x > 1

F (x) =

0∫
−∞

0dt +

1∫
0

2tdt +

x∫
1

0dt = t2|10 = 1.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X ∈ [a; b], ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñ

ïîìîùüþ F (x) â âèäå:

P (a ≤ X ≤ b) =

b∫
−∞

ρ(x)dx +

a∫
−∞

ρ(x)dx = F (b)− F (a).

Ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

1. F (x) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî x.

2. Äëÿ x1 < x2 F (x1) ≤ F (x2).

3. F (−∞) = 0 è F (+∞) = 1.

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòåé ìîæíî îïðåäåëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(X)

íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X è åå äèñïåðñèþ D(X).

Îïðåäåëåíèå 3.Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåE(X) íåïðå-

ðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ðàâíî:

E(X) =

+∞∫
−∞

xρ(x)dx.

Îïðåäåëåíèå 4. Äèñïåðñèÿ D(X) íåïðåðûâíîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû X ðàâíà:

D(X) = E(X − EX)2 = E(X2)− [E(X)]2 =

=

+∞∫
−∞

x2ρ(x)dx−

 +∞∫
−∞

xρ(x)dx

2

.
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Ïðèìåð 4. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû X èìååò ñëåäóþùèé âèä

ρ(x) =


0, x 6 1

a lnx, x ∈ (1; e]

0, x > e.

à) Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíò a è âû÷èñëèòå ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå;

á) íàéäèòå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);

â) îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ëåæèò â èíòåðâàëå (−2;
√
e).

Ðåøåíèå. Ïî ñâîéñòâó ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

èìååì
+∞∫

−∞

ρ(x)dx =

e∫
1

a lnxdx =

= a(x lnx|e1 −
e∫

1

x
1

x
dx) = a(e− e + 1) = a = 1.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-

ñòÿì. Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

EX =

+∞∫
−∞

xρ(x)dx =

e∫
1

x lnxdx =

=
x2

2
ln x|e1 −

e∫
1

x2

2

1

x
dx =

e2

2
− e2

4
+

1

4
=

e2 + 1

4
.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

F (x) = P (X ≤ x) =

=

x∫
−∞

ρ(t)dt =


0, x 6 1
x∫
1

ln tdt = x lnx− x + 1, x ∈ (1; e]

1, x > e.
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Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàë (−2;
√
e) âû÷èñëÿåòñÿ

ïîäñòàíîâêîé ãðàíè÷íûõ òî÷åê â ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (
√
e)− F (−2) =

√
e ln

√
e−

√
e + 1− 0 = −1

2

√
e + 1.

117. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò

ñëåäóþùèé âèä

f (x) =


0, x 6 −3

10ax4, x ∈ (−3; 2]

0, x > 2.

Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò a. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òî-

ãî, ÷òî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ëåæèò â èíòåðâàëå

(−2; 3). Íàïèñàòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

118. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ òîëüêî íà îòðåçêå [0; +∞). Ìîæåò ëè ôóíêöèÿ

p(x) = e−ax áûòü ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?

119. Ïëîòíîñòü íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

íà îòðåçêå [1; 3] çàäàíà ôóíêöèåé p(x) = −ax. Â îñòàëüíûõ

òî÷êàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé ïëîòíîñòü ðàâíà íóëþ. Íàéòè êîí-

ñòàíòó a. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü íà îòðåçîê [0; 2].

120. Ïëîòíîñòü íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

íà îòðåçêå [−1; 3] çàäàíà ôóíêöèåé p(x) = ax2. Â îñòàëüíûõ

òî÷êàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé ïëîòíîñòü ðàâíà íóëþ. Íàéòè êîí-

ñòàíòó a. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü íà îòðåçîê [0; 4].

121. Ïëîòíîñòü íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

íà îòðåçêå [1; 3] çàäàíà ôóíêöèåé p(x) = 1 − ax. Â îñòàëü-

íûõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé ïëîòíîñòü ðàâíà íóëþ. Íàéòè

êîíñòàíòó a. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü íà îòðåçîê [0; 2].

122. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå íà îòðåçêå [−1; 1]. Íàéäèòå E(X), D(X), med(X).

123. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-

äåëåíèå íà îòðåçêå [2; 6]. Íàéòè E(2X − 1), D(2X − 1) è
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med(X).

124. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò ñâîè çíà÷åíèÿ íà

îòðåçêå [2; 4] è çàäàíà ñâîåé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) =

ax íà îòðåçêå [2; 4]. Íàéòè êîíñòàíòó a, E(X) è D(X).

125. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà íà îò-

ðåçêå [0; 2] ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) = ax3. Íàéòè

êîíñòàíòó a. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ

ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

126. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà íà îòðåç-

êå [−2; 2] ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) = ax2. Íàéòè

êîíñòàíòó a. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ

ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

127. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò ñâîè çíà÷åíèÿ íà

îòðåçêå [0; 2] è èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) = ax2.

Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Äëÿ p = 0.2 íàéòè êâàíòèëü xp.

128. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà îòðåç-

êå [−1; 1] ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè p(x) = 1 − |x|. Íàéòè
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è

åå âåðõíþþ è íèæíþþ êâàðòèëè.

129. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò

ñëåäóþùèé âèä

f (x) =


0, x 6 −1

16a2x + 3a, x ∈ (−1; 3]

0, x > 3.

Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò a. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ëåæèò â èíòåðâàëå (−2; 0).

130. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò

62



ñëåäóþùèé âèä

f (x) =


a, x 6 −2

b2x + 0, 9b, x ∈ (−2; 3]

0, x > 3.

Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû a è b. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå è äèñïåðñèþ. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ëåæèò â èíòåðâàëå (−3; 1).

131. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò

ñëåäóþùèé âèä

ρ(x) =

{
C(1− x2), x ∈ [−1; 1]

0, x /∈ [−1; 1].

à) Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò C, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå EX è äèñïåðñèþDX . Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ëåæèò â èíòåðâàëå (1/4; 3/4).

á) Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

132. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò

ñëåäóþùèé âèä

ρ(x) =

{
x2, x ∈ (−a; a]

0, x ̸= (−a; a].

à) Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò a. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ëåæèò â èíòåðâàëå

(0; 1).

á) Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

133. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò

ñëåäóþùèé âèä

ρ(x) =

{
C(5− x), x ∈ [−2; 1]

0, x /∈ [−2; 1].
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Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò C, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è

äèñïåðñèþ. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû ëåæèò â èíòåðâàëå (0; 3).

134. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ïëîòíîñòè è ãðàôèê ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ äëÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [1; 2]

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Âû÷èñëèòü ìåäèàíó è ìåæêâàðòèëü-

íûé ðàçìàõ.

135. Àâòîáóñ íåêîòîðîãî ìàðøðóòà èäåò ñòðîãî ïî ðàñïè-

ñàíèþ ñ èíòåðâàëîì â 8 ìèíóò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ïàññàæèð, ïîäîøåäøèé ê îñòàíîâêå, áóäåò îæèäàòü î÷åðåä-

íîé àâòîáóñ ìåíåå ïÿòè ìèíóò.

136. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòü, ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñ-

ïðåäåëåííîé ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [2, 4].

137. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòü, ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñ-

ïðåäåëåííîé ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [1, 5].

11. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé èãðàåò êëþ÷å-

âóþ ðîëü â áîëüøèíñòâå çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà äàí-

íûõ: â ýêîíîìè÷åñêèõ, ñîöèàëüíûõ, åñòåñòâåííûõ è òåõíè-

÷åñêèõ íàóêàõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X

èìååò íîðìàëüíîå (ãàóññîâñêîå) ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, åñëè åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

äëÿ âñåõ x ∈ R âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

ρ(x, a, σ) =
1

σ
√
2π

e
− (x−a)2

2σ2 ,

ãäå σ > 0 è a � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.
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Âåëè÷èíû a è σ2 íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çàïèñü X ∼ N(a, σ2) îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a è σ2.

Ñìûñë ïàðàìåòðîâ a è σ2 âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ñîîòíî-

øåíèé: E(X) = a, D(X) = σ2.

Îïðåäåëåíèå 2. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-

ðàìè a = 0 è σ2 = 1, ò.å. N(0, 1) � íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì

íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû èñïîëüçóþò ñèìâîë Z: Z ∼ N(0, 1). Ïëîòíîñòü ñòàí-

äàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

ρ(x) =
1√
2π

e−
x2

2 .

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ∼ N(a, σ2) ìîæåò áûòü âûðà-

æåíà ÷åðåç ñòàíäàðòíóþ íîðìàëüíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

Z ∼ N(0, 1):

X = a + σZ.

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû Z ∼ N(0, 1) îáîçíà÷àþò Φ(x). Ïî îïðå-

äåëåíèþ îíà åñòü:

Φ(x) =

x∫
−∞

1√
2π

e
−t2

2 dt.

Äëÿ ôóíêöèè Φ(x) ñîñòàâëåíû ïîäðîáíûå òàáëèöû, ïîç-

âîëÿþùèå íàõîäèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà Z ïîïàäàåò â íåêîòîðûé îòðåçîê [a; b]:

P (a ≤ Z ≤ b) = Φ(b)− Φ(a).
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Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ïðîèçâîëüíîé íîðìàëüíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ∼ N(a, σ2) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Φ(x):

F (x) = Φ

(
x− a

σ

)
.

Ïðèìåð 1. Ñðåäíåå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî òåî-

ðèè âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñòóäåíòîâ âòîðîãî êóðñà ñîñòàâëÿåò

20 ìèíóò ñ äèñïåðñèåé 4. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñòóäåíòó

ïîòðåáóåòñÿ îò 16 äî 24 ìèíóò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, ñ÷èòàÿ,

÷òî ýòî âðåìÿ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü X � âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è,

òîãäà X ∼ N(µ = 20; σ2 = 4). Íàõîäèì âåðîÿòíîñòü

P (16 < X < 24) = P

(
16− 20

2
<

X − µ

σ
<

24− 20

2

)
=

= P (−2 < Z < 2),

ãäå Z � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ âåëè÷èíà. Îêîí÷àòåëüíî,

P (16 < X < 24) = P (−2 < Z < 2) =

= 2Φ(2)− 1 ≈ 2 · 0.97725− 1 = 0.9545.

Òåîðåìà. Ñóììà äâóõ íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí X ∼ N(a1, σ
2
1) è X ∼ N(a2, σ

2
2) ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé:

X1 +X2 ∼ N(a1 + a2, σ
2
1 + σ2

2).

Ïðèìåð 2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z1 è Z2 èìåþò ñòàí-

äàðòíûå íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è íåçàâèñèìû. Ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà X = 6Z1+8Z2+3. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå X , äèñïåðñèþ X , âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X < 14.

Íàéòè êâàíòèëü óðîâíÿ 0,8.

Ðåøåíèå. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî äëÿ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëü-

íûõ âåëè÷èí ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî íóëþ, à äèñ-

ïåðñèÿ � åäèíèöå, íàõîäèì:

E(X) = E(6Z1 + 8Z2 + 3) = 6EZ1 + 8EZ2 + 3 = 3,
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D(X) = 62D(Z1) + 82DZ2 = 36 + 64 = 100.

Òàê êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíîé, òî X ∼ N(µ = 3; σ2 = 100). Òàêèì îáðàçîì,

X = 3 + 10Z, ãäå Z ∼ N(0; 1). Äàëåå,

P (X < 14) = P (3+10Z < 14) = P (Z < 1.1) = Φ(1.1) ≈ 0.8643.

Êâàíòèëü z0.8 ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ðàâíà

Φ−1(0.8) ≈ 0.8416, òîãäà èñêîìàÿ êâàíòèëü ðàâíà

x0.8 = 3 + 10z0.8 ≈ 3 + 10 · 0.8416 = 11.416.

138. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü P (−1.55 < Z <

−0.65).

139. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü

à) P (−1.75 < Z < 0.25);

á) P (Z > 2.75);

â) P (−3 < Z < −0.7);

ã) P (Z < −1.5).

140. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå ñî ñðåäíèì 46 è äèñïåðñèåé 36. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

P (37 < X < 49) è êâàíòèëü xp óðîâíÿ p = 0.05.

141. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a = 2 è äèñïåðñèåé

σ2 = 4, ò.å. X ∼ N(2, 4). Íàéäèòå:

à) P (X > 5);

á) êâàíòèëü óðîâíÿ 0,1.

142. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a = 7 è äèñïåðñèåé

σ2 = 25, ò.å. X ∼ N(7, 25). Íàéäèòå:

67



à) P (X > 9);

á) êâàíòèëü óðîâíÿ 0,05.

143. Ñòóäåíòû òðàòÿò íà âûïîëíåíèå äîìàøíåãî çàäàíèÿ

ïî ìàòåìàòèêå â ñðåäíåì 1 ÷àñ â íåäåëþ ñî ñòàíäàðòíûì

îòêëîíåíèåì 15 ìèíóò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñëó÷àéíî

âûáðàííûé ñòóäåíò äåëàåò äîìàøíåå çàäàíèå ïî ìàòåìàòè-

êå îò 30 äî 75 ìèíóò â äåíü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðåìÿ

âûïîëíåíèÿ äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó

çàêîíó.

144. Ìîñêâè÷è ïðîâîäÿò â ìåòðî â ñðåäíåì 40 ìèíóò â äåíü

ñ äèñïåðñèåé 16. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî ìîñêâè÷ ïðîâîäèò

â ìåòðî îò 36 äî 48 ìèíóò â äåíü.

145. Øêîëüíèêè äîáèðàþòñÿ äî øêîëû â ñðåäíåì çà 25

ìèíóò ñ äèñïåðñèåé 9. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî øêîëüíèê

åäåò äî øêîëû îò 16 äî 43 ìèíóò.

146. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå ñî ñðåäíèì 18 è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 2. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü P (17 < X < 21) è êâàíòèëü xp óðîâíÿ p = 0.75.

147. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z1 è Z2 èìåþò ñòàíäàðòíîå íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è íåçàâèñèìû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

X çàäàíà ñîîòíîøåíèåì: X = 5Z1− 3Z2− 4. Óêàçàòü çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ X . Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X > 0.

148. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z1 è Z2 èìåþò ñòàíäàðòíûå íîð-

ìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è íåçàâèñèìû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà X = 3Z1 + 4Z2 + 1. Íàéòè: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

X , äèñïåðñèþ X , âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X > 3.5. Íàéòè

êâàíòèëü xp ïðè p = 0.9.

149. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1 è X2 íåçàâèñèìû è èìå-

þò íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ: X1 ∼ N(20, σ2 = 4), X2 ∼
N(40, σ2 = 9). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y = 3X1 − X2 + 10.

Óêàçàòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Y . Íàéòè P (Y > 40).

150. Äàíû òðè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíû, èìå-
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þùèõ íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ: X1 ∼ N(10, σ2 = 1),

X2 ∼ N(25, σ2 = 4), X3 ∼ N(40, σ2 = 9). Ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà Y = 2X1 + 2X2 +X3.

à) Óêàæèòå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü P (Y < 100);

â) Äëÿ p = 0.95 íàéäèòå êâàíòèëü yp.

151. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Íàéòè P (|Z + 1| > 0.5).

152. Îøèáêà X ïðè âçâåøèâàíèè íà âåñàõ îïèñûâàåò-

ñÿ íîðìàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì íîëü è

ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 5 ãðàìì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òî-

ãî, ÷òî ïîãðåøíîñòü âçâåøèâàíèÿ íà ýòèõ âåñàõ áóäåò â ïðå-

äåëàõ òðåõ ãðàìì?

153. Âåñ øîêîëàäíîãî áàòîí÷èêà èìååò íîðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì 50 ãðàìì è ñòàíäàðòíûì îòêëîíå-

íèåì 1 ãðàìì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âàì ïîïàäåòñÿ

áàòîí÷èê, âåñ êîòîðîãî ïðåâûøàåò 53 ãðàìì?

154. Äíåâíàÿ âûðó÷êà ìàãàçèíà X îïèñûâàåòñÿ íîðìàëü-

íûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 1000 óñëîâ-

íûõ åäèíèö è äèñïåðñèåé 2500. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñëåäó-

þùèõ ñîáûòèé: P (X < 925); P (900 < X < 1025); P (X >

1120).

155. Áèðæåâàÿ ñòîèìîñòü àêöèè X îïèñûâàåòñÿ íîðìàëü-

íûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 20 óñëîâ-

íûõ åäèíèö è äèñïåðñèåé 4. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ

ñîáûòèé:

à) P (X < 17);

á) P (15 < X < 18);

â) P (X > 23).

156. ßâêà íà èçáèðàòåëüíûé ó÷àñòîê X îïèñûâàåòñÿ íîð-

ìàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 60%

è äèñïåðñèåé 100. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
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à) ÿâêà îïóñòèòñÿ íèæå 45%;

á) ÿâêà îêàæåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 35 äî 50%;

â) ÿâêà ïðåâûñèò 73%?

157. ×èñëî ïåíñèîíåðîâ íà òûñÿ÷ó ÷åëîâåê â íåêîòîðîì ðå-

ãèîíå X îïèñûâàåòñÿ íîðìàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ

ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 300 è äèñïåðñèåé 900. Íàéòè âåðîÿò-

íîñòè òîãî, ÷òî â íåêîòîðîì ãîðîäå ýòîãî ðåãèîíà:

à) P (X < 275);

á) P (290 < X < 320);

â) P (X > 350).

158. Ñðåäíèé ðîñò áàñêåòáîëèñòà ñîñòàâëÿåò 202 ñì è èìååò

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 5

ñì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðîñò áàñêåòáîëèñòà:

à) áîëåå 2 ìåòðîâ;

á) îò 195 äî 205 ñì.

159. Ñðåäíèé âåñ áîðöà ñóìî ñîñòàâëÿåò 130 êã è èìååò

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 20

êã. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåñ áîðöà ñóìî:

à) ìåíåå 100 êã;

á) îò 100 äî 150 êã.

160. Êîâàðèàöèÿ äâóõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà íåêîòîðîìó ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó.

×òî ìîæíî ñêàçàòü î âçàèìîñâÿçè ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Óêàæèòå â îòâåòå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ:

À) Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû çàâèñèìû;

Á) ×åì áîëüøå âåëè÷èíà êîâàðèàöèè, òåì ñèëüíåå ëèíåé-

íàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ýòèìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè;

Â) Î çàâèñèìîñòè èëè íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

íåëüçÿ ñêàçàòü íè÷åãî îïðåäåëåííîãî;

Ã) Ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû.

161. Êîâàðèàöèÿ äâóõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èíX è Y ðàâíà íåêîòîðîìó ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñ-
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ëó C. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î êîâàðèàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

3X è Y + 1. Óêàæèòå â îòâåòå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ:

À) Çíà÷åíèå êîâàðèàöèè íå èçìåíèòñÿ;

Á) Çíà÷åíèå êîâàðèàöèè óâåëè÷èòñÿ â òðè ðàçà;

Â) Çíà÷åíèå êîâàðèàöèè ñòàíåò áîëüøå íà 1;

Ã) Çíà÷åíèå êîâàðèàöèè áóäåò ðàâíî 3C + 1.

162. Ïóñòü Z1 è Z2 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

èìåþùèå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Âû÷èñ-

ëèòü êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó Z1 è (4Z1 + 3Z2).

163. Ïóñòü Z1 è Z2 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

èìåþùèå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Âû÷èñ-

ëèòü êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó Z1 è (3Z1 − 4Z2).

12. Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, òåîðåìàÌóàâðà�Ëàïëàñà

è Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà (îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà).Ïóñòü

Y � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðè÷åì E(Y ) -

ñóùåñòâóåò. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî:

P (Y ≥ ε) ≤ E(ε)

ε
.

Åñëè â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ðàññìîòðåòü Y =

|X − E(X)|, ãäå X � ïðîèçâîëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ó

êîòîðîé ñóùåñòâóåò äèñïåðñèÿ, òî ïîëó÷èì âàæíûé ÷àñò-
íûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà.
Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà. ÏóñòüX � ïðîèçâîëüíàÿ ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà òàêàÿ, ÷òî åå äèñïåðñèÿ D(X) ñóùåñòâóåò.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

P (|X − E(X)| ≥ ε) ≤ 1

ε2
D(X).

Ïðèìåð 1. Ïðàâèëüíóþ ìîíåòó áðîñèëè n = 100 ðàç. Ñ

ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî,
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÷òî âûïàâøåå ÷èñëî ãåðáîâ îòêëîíèòñÿ îò 50 áîëåå ÷åì íà

40.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn � âûïàâøåå ÷èñëî ãåðáîâ

ïðè 100 áðîñêàõ ìîíåòû

E(Sn) = n · p = 100 · 1
2
= 50,

D(Sn) = n · p · (1− p) = 100 · 1
2
· 1
2
= 25.

Òîãäà P (|Sn − E(Sn)| ≥ 40) ≤ D(Sn)
402

= 25
402

= 1
64 ≈ 0.0156.

Òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà. Ïóñòü Sn � ÷èñëî óñïåõîâ

â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè (÷èñëî n íå ñëó÷àéíîå; îíî íå

çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ èñïûòàíèé). Ïóñòü p � âåðîÿòíîñòü

óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè 0 < p < 1. Òîãäà ðàâíîìåðíî

îòíîñèòåëüíî a è b, ãäå −∞ < a < b < +∞:

P

(
a ≤ Sn − np√

np(1− p)
≤ b

)
→ Φ(b)− Φ(a) ïðè n → ∞,

ãäå Φ(x) � ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, íîðìèðîâàííîå ÷èñëî óñïåõîâ Sn

â ñåðèè èç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ ðîñòîì n íà÷èíàåò âå-

ñòè ñåáÿ êàê ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Z ∼ N(0, 1) èëè

Sn ∼ np + Z
√

np(1− p).

Ïðèìåð 2. Ñòðåëîê ïîïàäàåò â öåëü ïðè îäíîì âûñòðåëå

ñ âåðîÿòíîñòüþ 3/4. Íàéòè ïðèáëèæåííóþ âåðîÿòíîñòü òî-

ãî, ÷òî ÷èñëî ïîïàäàíèé â öåëü ïðè 1200 âûñòðåëàõ ëåæèò

â ïðåäåëàõ ìåæäó 870 è 915.

Ðåøåíèå. Ïóñòü n = 1200, à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðå-

ëîê ïîïàäåò â öåëü, ðàâíà p = 3/4. ×èñëî ïîïàäàíèé â öåëü
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S åñòü ñëó÷àéíàÿ áèíîìèàëüíàÿ âåëè÷èíà, ïîýòîìó ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ES = np = 900 è äèñïåðñèÿ DX =

np(1 − p) = 225. Ïî òåîðåìå Ìóàâðà�Ëàïëàñà ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà S èìååò àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå, ïîýòîìó ïðèáëèæåííî ìîæåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì

ðàâåíñòâî S = 900 +
√
225Z = 900 + 15Z, ãäå Z ∼ N(0; 1).

Èñïîëüçóÿ òàáëèöó äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðò-

íîé íîðìàëüíîé âåëè÷èíû, íàõîäèì

P (870 < S < 915) ≈ P (870 < 900 + 15Z < 915) =

= P (−2 < Z < 1) = Φ(1)− Φ(−2) =

= Φ(1) + Φ(2)− 1 ≈ 0.841345 + 0.97725− 1 = 0.818595.

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì

òåîðåìû Ìóàâðà�Ëàïëàñà íà ñëó÷àé, êîãäà ðàññìàòðèâà-

þòñÿ ñóììû ïðîèçâîëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Íàçâàíèå ¾Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà¿ îáúåäèíÿ-

åò ñåðèþ òåîðåì, ðàçëè÷àþùèõñÿ ëèøü óñëîâèÿìè, íàëî-

æåííûìè íà ñóììèðóåìûå âåëè÷èíû.

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ íåçàâèñè-

ìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí. Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû òàêèå, ÷òî E(X2
i ) < ∞, i =

1, . . . , n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå,

÷åðåç σ2 � äèñïåðñèþ, è ïóñòü σ > 0. Òîãäà ðàâíîìåðíî

îòíîñèòåëüíî u è v, ãäå −∞ ≤ u ≤ v ≤ +∞:

P

u ≤

n∑
i=1

Xi − na

σ
√
n

≤ v

→ Φ(v)− Φ(u) ïðè n → ∞.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóììà íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðîñòîì ÷èñëà ñëàãàåìûõ
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íà÷èíàåò âåñòè ñåáÿ êàê íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

N(na, nσ2):

n∑
i=1

Xi w na +
√
nσ · Z.

Ïðèìåð 3. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè n = 100 ðàç. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ ïðåâûñèò 385.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xi � ÷èñëî âûïàâøèõ î÷-

êîâ ïðè i-ì áðîñêå. Xi � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþ-

ùàÿ öåëûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî 6 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

E(Xi) = 3.5, D(Xi) ≈ 2.9166 è σ =
√
D(Xi) ≈ 1.708.

P

(
n∑

i=1

Xi ≥ 385

)
= P (100 · +

√
100 · 1.708 · z ≥ 385) ≈

≈ P (17.08 · Z ≥ 35) ≈ P (Z ≥ 2.05) =

= 1− Φ(2.05) ≈ 1− 0.9798 = 0.0202.

164. Ïðè íàáîðå òåêñòà íàáîðùèê äåëàåò îøèáêó â ñëîâå

ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.01. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â

íàáðàííîé ñòàòüå, íàñ÷èòûâàþùåé 5000 ñëîâ, áóäåò îò 40

äî 60 îøèáîê.

165. Êàæäûé èç 100 êîìïüþòåðîâ â èíòåðíåò-êàôå çàíÿò

êëèåíòàìè â ñðåäíåì â òå÷åíèå 80% ðàáî÷åãî âðåìåíè. Êà-

êîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò êëèåíòàìè

áóäåò çàíÿòî îò 70 äî 90 êîìïüþòåðîâ?

166. Ïóñòü Sn ÷èñëî óñïåõîâ â 150 èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè

ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè p = 1/2, íàéäèòå

ïðèáëèæåííî âåðîÿòíîñòü P (Sn > 80).

167. Èçâåñòíî, ÷òî äîëÿ ïîòðåáèòåëåé íåêîòîðîãî òîâàðà

ñîñòàâëÿåò 20%. Âû÷èñëèòå ïðèáëèæåííî, èñïîëüçóÿ òåîðå-

ìó Ìóàâðà�Ëàïëàñà, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì
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îïðîñå 500 ðåñïîíäåíòîâ áîëåå 120 çàÿâÿò, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ

ïîòðåáèòåëÿìè ýòîãî òîâàðà.

168. Ïðàâèëüíóþ ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 144 ðàç. Âû÷èñëè-

òå ïðèáëèæåííî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ìóàâðà�Ëàïëàñà, âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ â ýòîì ýêñïåðè-

ìåíòå S áóäåò â ïðåäåëàõ îò 60 äî 80, ò.å. P (60 < S < 80).

169. Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ïðèâåðæåíöà íåêîòîðîé òîð-

ãîâîé ìàðêè ðàâíà 0.20. Â ñîöèîëîãè÷åñêîì îïðîñå îïðîøå-

íî 1600 ÷åëîâåê. Íàéäèòå ïðèìåðíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ áîëåå 350 ïðèâåðæåíöåâ ýòîé òîðãîâîé

ìàðêè.

170. Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ïðè ñëó÷àéíîì îïðîñå ïðè-

âåðæåíöà íåêîòîðîé òîðãîâîé ìàðêè ðàâíà 0.10. Â ñîöèîëî-

ãè÷åñêîì îïðîñå îïðîøåíî 900 ÷åëîâåê. Íàéäèòå ïðèìåð-

íóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ ìåíåå 80

ïðèâåðæåíöåâ ýòîé òîðãîâîé ìàðêè.

171. Ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ çàêëþ÷èëà 40 000 äîãîâîðîâ. Âå-

ðîÿòíîñòü ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ ïî êàæäîìó èç íèõ â òå÷åíèå

ãîäà ñîñòàâëÿåò 0.02. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òàêèõ

ñëó÷àåâ áóäåò îò 828 äî 870.

172. Ñêîëüêî èçáèðàòåëåé íóæíî îïðîñèòü, ÷òîáû âåðîÿò-

íîñòü îòêëîíåíèÿ ðåàëüíîé äîëè p èçáèðàòåëåé Çþãàíîâà

ìåíåå ÷åì íà 3% îò ïîëó÷åííîé èç îïðîñà áûëà áîëåå 0.95

(òî åñòü íàéòè n òàêîå, ÷òî P (|kn − p| < 0.03) > 0.95)? Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûáîðêà ÿâëÿåòñÿ ðåïðåçåíòàòèâíîé, à äîëÿ

èçáèðàòåëåé Çþãàíîâà ñîñòàâëÿåò 10%.

173. Ñêîëüêî èçáèðàòåëåé íóæíî îïðîñèòü, ÷òîáû âåðîÿò-

íîñòü îòêëîíåíèÿ ðåàëüíîé äîëè èçáèðàòåëåéÆèðèíîâñêî-

ãî îò ïîëó÷åííîé èç îïðîñà ìåíåå ÷åì íà 5% áûëà áîëåå 0.9?

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûáîðêà ÿâëÿåòñÿ ðåïðåçåíòàòèâíîé, à

äîëÿ èçáèðàòåëåé Æèðèíîâñêîãî ñîñòàâëÿåò 7%.

174. Ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ õîòåëà áû ïîëó÷èòü äîõîä íå
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ìåíåå 100 000, ïðè ýòîì ñðåäíèé ðàçìåð ñòðàõîâîé ñóì-

ìû 1000, âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ 0.05

è îæèäàåìîå êîëè÷åñòâî äîãîâîðîâ 1200. Êàêîâà äîëæíà

áûòü ìèíèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ñòðàõîâîãî òàðèôà, ÷òîáû êîì-

ïàíèÿ ìîãëà ïîëó÷èòü óêàçàííûé ðàçìåð äîõîäà ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ íå ìåíåå 0.99? Ñòðàõîâîé òàðèô � âåëè÷èíà ñòðàõîâîãî

âçíîñà ñ åäèíèöû ñòðàõîâîé ñóììû (èëè îáúåêòà ñòðàõîâà-

íèÿ).

175. Ïîðòôåëü ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñîñòîèò èç 1000 äîãî-

âîðîâ, çàêëþ÷åííûõ 1 ÿíâàðÿ è äåéñòâóþùèõ â òå÷åíèå òå-

êóùåãî ãîäà. Ïðè íàñòóïëåíèè ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ ïî êàæäî-

ìó èç äîãîâîðîâ êîìïàíèÿ îáÿçóåòñÿ âûïëàòèòü 2000 äåí.åä.

Âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâîãî ñîáûòèÿ ïî êàæäîìó

èç äîãîâîðîâ ðàâíà 0.05 è íå çàâèñèò îò íàñòóïëåíèÿ ñòðà-

õîâûõ ñîáûòèé ïî äðóãèì êîíòðàêòàì. Êàêîâ äîëæåí áûòü

ñîâîêóïíûé ðàçìåð ðåçåðâà ñòðàõîâîé êîìïàíèè äëÿ òîãî,

÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.99 îíà ìîãëà áû óäîâëåòâîðèòü òðå-

áîâàíèÿ, âîçíèêàþùèå ïî óêàçàííûì äîãîâîðàì? Ïðè âû-

÷èñëåíèè ÷èñëà ñòðàõîâûõ ñîáûòèé èñïîëüçîâàòü íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå.

176. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xi íåçàâèñèìû è èìåþò îäèíà-

êîâûå ðàâíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0; 2]. Âåëè-

÷èíà S ðàâíà ñóììå 100 ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi. Íàéäèòå

ïðèìåðíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè P (90 < S < 105).

177. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xi íåçàâèñèìû è èìåþò îäèíà-

êîâûå äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè: -20, 0, 40,

ïðèíèìàåìûå ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0.2, 0.6 , 0.2 ñîîòâåòñòâåííî.

Âåëè÷èíà S ðàâíà ñóììå 100 ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi. Íàé-

äèòå ïðèìåðíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè P (30 < S < 45).

178. Ñðåäíåå çíà÷åíèå äëèíû äåòàëè 50 ñì, à äèñïåðñèÿ

� 0,1. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, îöåíèòü âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âçÿòàÿ äåòàëü îêàæåòñÿ ïî äëèíå
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íå ìåíåå 49,5 è íå áîëåå 50,5 ñì.

179. Â ñðåäíåì 10% ðàáîòîñïîñîáíîãî íàñåëåíèÿ íåêîòîðî-

ãî ðåãèîíà � áåçðàáîòíûå. Îöåíèòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

×åáûøåâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óðîâåíü áåçðàáîòèöû ñðå-

äè îáñëåäîâàííûõ 10000 ðàáîòîñïîñîáíûõ æèòåëåé ãîðîäà

áóäåò â ïðåäåëàõ îò 9 äî 11%.

13. Äâóìåðíîå íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà ðåçóëüòà-

òîì ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà íà ÷èñëîâîé

ïëîñêîñòè èëè åå ÷àñòè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ìû

èìååì äåëî ñî ñëó÷àéíûì âåêòîðîì (X, Y ), êàæäàÿ èç êî-

îðäèíàò êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ) íà ïëîñêîñòè â

áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ïðèëîæåíèé ìîæíî çà-

äàòü ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x, y).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ ρ(x, y) íàçûâàåòñÿ ïëîòíî-

ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà ïëîñêîñòè, åñëè âû-

ïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1. ρ(x, y) ≥ 0 äëÿ âñåõ x, y ∈ R2.

2.
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

ρ(x, y)dxdy = 1.

Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ñîâîêóïíûé îáúåì ôèãó-

ðû, çàêëþ÷åííûé ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ, çàäàííîé ôóíêöè-

åé ρ(x, y), è ïëîñêîñòüþ (x, y), ðàâåí 1.

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð (X,Y ) ìîæåò ïðè-

íèìàòü çíà÷åíèÿ â îáëàñòè Ω ∈ R2, òî ρ(x, y) = 0 äëÿ ëþáîé

òî÷êè (x, y), íå ïðèíàäëåæàùåé îáëàñòè Ω.

Ïðèìåð 1. Âåêòîð (x, y) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ òîëü-

êî íà êâàäðàòå Ω = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}. Ïóñòü
ρ(x, y) = 1 äëÿ âñåõ x, y ∈ Ω è ρ(x, y) = 0 äëÿ âñåx x, y /∈ Ω.
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Òîãäà ρ(x, y) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå 1 îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè î÷å-

âèäíî âûïîëíåíî. Ïðîâåðèì óñëîâèå 2:

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

ρ(x, y)dxdy =

1∫
0

1∫
0

1dxdy =

1∫
0

(
y|10
)
dx =

1∫
0

1dx = 1.

Çíàÿ ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà (X,Y ), ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñ-

ïðåäåëåíèå êàæäîé èç åãî êîîðäèíàò. Òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ

íàçûâàþòñÿ ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Ïëîòíîñòü

ìàðãèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ X çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

ρ1(x) =

+∞∫
−∞

ρ(x; y)dy.

Ïëîòíîñòü ìàðãèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Y çàäàåòñÿ ñî-

îòíîøåíèåì:

ρ2(y) =

+∞∫
−∞

ρ(x; y)dx.

Êîîðäèíàòû X è Y ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ) ÿâëÿþòñÿ

îáû÷íûìè íåïðåðûâíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ ïëîò-

íîñòÿìè ρ1(x) è ρ2(y) ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (ñðåäíèì

çíà÷åíèåì) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ) íàçûâàåòñÿ âåêòîð

(E(X), E(Y )). Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè èçìåí÷èâîñòè ñëó÷àé-

íîãî âåêòîðà (X,Y ) èñïîëüçóåòñÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà

Σ: (
D(X) cov(x, y)

cov(x, y) D(Y )

)
.
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Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû Σ ñòîÿò äèñïåðñèè D(X)

è D(Y ), à íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè Cov(X, Y ).

Ïðèìåð 2. Äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X ;Y ) ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííîãî â ïðÿìîóãîëüíèêå Π = {(x; y)|0 ≤ x ≤
2; 1 ≤ y ≤ 4} íàéòè
à) ìàðãèíàëüíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ρ1(x) è ρ2(y);

á) ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ EX è EY ;

â) êîâàðèàöèþ cov(X ;Y ).

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà Π ðàâíà øå-

ñòè, òî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èìååò âèä ρ(x; y) =

1/6, ïðè x ∈ Π (è ðàâíà íóëþ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ). Ìàðãè-

íàëüíûå ïëîòíîñòè íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

ρ1(x) =

+∞∫
−∞

ρ(x; y)dy =

4∫
1

1

6
dx = 1/2,

ρ2(y) =

+∞∫
−∞

ρ(x; y)dx =

2∫
0

1

6
dx = 1/3.

Âû÷èñëÿåì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ:

EX =

+∞∫
−∞

xρ1(x)dx =

2∫
0

x

2
dx =

x2

4

∣∣∣∣2
0

= 1,

EY =

+∞∫
−∞

yρ2(y)dy =

4∫
1

y

3
dy =

y2

6

∣∣∣∣4
1

=
5

2
.

Òåïåðü âû÷èñëÿåì êîâàðèàöèþ

cov(X ;Y ) = E(XY )−EX·EY =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xyρ(x; y)dxdy−EX·EY =
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=

2∫
0

4∫
1

xy

6
dxdy − 1 · 5

2
=

4∫
1

y

3
dy − 5

2
=

5

2
− 5

2
= 0.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü ïðîùå, çàìåòèâ,

÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX è Y íåçàâèñèìû, òàê êàê ρ(x; y) =

ρ1(x)ρ2(y).

Òåîðåìà. Êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X, Y ), èìå-

þùåãî ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x, y), ÿâëÿ-

þòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ýòî-

ãî âåêòîðà ρ(x, y) = ρ1(x) ·ρ2(y), ãäå ρ1(x) è ρ2(y) � ÷àñòíûå

ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y .

180. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è η íåçàâèñèìû

ρX(x) =

{
1/6, x ∈ [−3; 3]

0, .

ρη(x) =

{
1/4, x ∈ [0; 4]

0, .

Âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ òî÷êà (X ; η)

ïîïàäåò:

à) â ïðÿìîóãîëüíèê Π = {(x; y)|0 ≤ x ≤ 5; 0 ≤ y ≤ 2};
á) â ôèãóðó Φ = {(x; y)|−π/2 ≤ x ≤ π/2; 0 ≤ y ≤ 3 cos x}.

181. Äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X ;Y ), ðàâíîìåðíî ðàñïðå-

äåëåííîãî â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè (0; 0), (4; 0) è (0; 4),

íàéòè ìàðãèíàëüíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ρ1(x) è ρ2(y).

182. Äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X ;Y ) ñ ïëîòíîñòüþ axy è

íîñèòåëåì íà ïðÿìîóãîëüíèêå [1; 2]× [2; 4] íàéòè

à) êîýôôèöèåíò a è ìàðãèíàëüíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-

ñòè ρ1(x) è ρ2(y);

á) ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ EX è EY ;
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â) êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó.

183. Ïóñòü X è Y �íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå íîðìàëü-

íûå âåëè÷èíû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé

òî÷êè (X ;Y ) â êâàäðàò ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è

ñòîðîíîé 2.

184. ÏóñòüX è Y � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå

âåëè÷èíû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷-

êè (X ;Y ) â ïðÿìîóãîëüíèê ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

è ñî ñòîðîíàìè 2a è 2b.
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14. Îñíîâíûå òåìû äëÿ ïîäãîòîâêè ê êîëëîêâèóìó

1. Äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé è èõ

îïèñàíèå. Êîìáèíàòîðíûå ôîðìóëû.

2. Âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé â êëàññè÷åñêîé ñõåìå çàäàíèÿ

âåðîÿòíîñòåé.

3. Ôîðìóëû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

4. Çàâèñèìûå è íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Óñëîâíàÿ âåðîÿò-

íîñòü ñîáûòèé.

5. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Ïîëíûå ñèñòåìû ñîáû-

òèé. Ôîðìóëà Áàéåñà.

6. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ ÷èñëîâûå õà-

ðàêòåðèñòèêè. Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ: áèíîìèàëüíîå,

Ïóàññîíà.

7. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïëîòíîñòü è ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè íåïðåðûâ-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñ-

ïåðñèÿ, ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå, ìåäèàíà, êâàíòèëè, êâàð-

òèëè.

8. Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè.

9. Ñîâìåñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí. Êîâàðèàöèÿ è åå ñâîéñòâà.

10. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé è åãî ñâîé-

ñòâà: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèÿ, ñòàíäàðòíîå îò-

êëîíåíèå, ìåäèàíà, êâàðòèëè, êâàíòèëè. Ðàñïðåäåëåíèå ñóì-

ìû íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

11. Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà. Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè.

Òåîðåìà Áåðíóëëè.
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15. Òèïîâûå âàðèàíòû êîëëîêâèóìà

15.1 Âàðèàíò 1

1. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðîñèëè 3 ðàçà. Íàéäèòå ÷èñëî

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â ýòîì ýêñïåðèìåíòå.

2. Ïðàâèëüíóþ ìîíåòó ïîäáðîñèëè 4 ðàçà. Âû÷èñëèòå

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ: âûïàë ðîâíî îäèí ãåðá.

3. Äâà ñîáûòèÿ A è B íå ìîãóò ïðîèçîéòè îäíîâðåìåííî.

Îòìåòüòå âåðíûå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

À) Ýòè ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû;

Á) Ýòè ñîáûòèÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ;

Â) Ñîáûòèå A ñîäåðæèòñÿ â äîïîëíåíèè ñîáûòèÿ B;

Ã) Îáúåäèíåíèå ýòèõ ñîáûòèé âñåãäà äàåò âñå ïðîñòðàí-

ñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

4. Ïðàâèëüíóþ èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðîñèëè äâàæäû.

Âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñóììå íà äâóõ êîñòÿõ

âûïàëî äåâÿòü, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè ïåðâîì áðîñêå âûïàëî

íå÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ.

5. Íà çàâîä ïîñòàâëÿþò îäíó è òó æå äåòàëü äâà ïîñòàâ-

ùèêà. Ïðè ýòîì äîëÿ ïåðâîãî ïîñòàâùèêà ñîñòàâëÿåò 70%

îò âñåãî îáúåìà ïîñòàâîê. Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü áðàêî-

âàííóþ äåòàëü ó ïåðâîãî ïîñòàâùèêà ðàâíà 0.05, à ó âòîðî-

ãî � 0.1. Âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ áðàêîâàííîé

äåòàëè ñðåäè âñåõ ïîñòàâëåííûõ íà çàâîä ýòèìè ïîñòàâùè-

êàìè.

6. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà ñâîèì ðÿäîì

ðàñïðåäåëåíèÿ:
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X −2 1 3

p 0.4 0.1 a

Íàéäèòå a è âû÷èñëèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû X2.

7. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (îò-

ìåòüòå ïåðå÷åíü âåðíûõ óòâåðæäåíèé):

À) õàðàêòåðèçóåò çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â ñðåä-

íåì;

Á) ðàâíî ñàìîìó âåðîÿòíîìó (îæèäàåìîå â ñëó÷àéíîì

ýêñïåðèìåíòå) çíà÷åíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;

Â) õàðàêòåðèçóåò èçìåí÷èâîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;

Ã) ðàâíî ñðåäíåìó êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû îò ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.

8. Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæåò ïðèíèìàòü

(îòìåòüòå ïåðå÷åíü âåðíûõ óòâåðæäåíèé):

À) Ëþáûå çíà÷åíèÿ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé;

Á) Çíà÷åíèÿ îò ìèíóñ åäèíèöû äî ïëþñ åäèíèöû;

Â) Òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ;

Ã) Òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ.

9. ×åìó ðàâíî ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû, èìåþùåé ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

10. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà, èìåþùàÿ ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè-

ìåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå? (îòìåòüòå ïåðå÷åíü ïðàâèëü-

íûõ óòâåðæäåíèé):

À) 0;

Á) áëèçêà ê åäèíèöå;

Â) áëèçêà ê íóëþ;

Ã) 0.5.

11. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z1 è Z2 èìåþò ñòàíäàðòíûå
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íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è íåçàâèñèìû. Âû÷èñëèòå äèñ-

ïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X = 5Z1 − 3Z2 + 4.

12. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 20 è äèñïåðñèåé 16. ×åìó ðàâíà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèìåò çíà-

÷åíèå â èíòåðâàëå îò 8 äî 32? Îòìåòüòå ïåðå÷åíü âåðíûõ

óòâåðæäåíèé:

À) 0;

Á) áëèçêà ê åäèíèöå;

Â) áëèçêà ê íóëþ;

Ã) 0.5.

13. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) íåïðåðûâíîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû X (îòìåòüòå ïðàâèëüíûå èç ïåðå÷èñëåííûõ

óòâåðæäåíèé):

À) âñåãäà ìåíüøå èëè ðàâíà 1;

Á) ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ;

Â) ðàâíà P (0 < X < x);

Ã) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, ÷òî îáùàÿ ïëîùàäü ïîä êðè-

âîé ïëîòíîñòè âñåãäà ðàâíà 1.

14. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ òîëüêî íà îòðåçêå [0; 3]. Ìîæåò ëè ôóíêöèÿ p(x) =

x − 1 áûòü ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ýòîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?

15. Ïðîâåäåíî øåñòü èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè, ðàâíîé 0.5. Íàéäèòå âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò ðîâíî 5 óñïåõîâ.

16. Òåîðåìà Áåðíóëëè óòâåðæäàåò, ÷òî ñ ðîñòîì ÷èñëà

èñïûòàíèé (îòìåòüòå ïðàâèëüíûå èç ïåðå÷èñëåííûõ óòâåð-

æäåíèé):

À) äîëÿ ÷èñëà óñïåõîâ ðàâíà âåðîÿòíîñòè óñïåõà â îäíîì
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èñïûòàíèè;

Á) äîëÿ ÷èñëà óñïåõîâ èìååò àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé;

Â) äîëÿ ÷èñëà óñïåõîâ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê âåðîÿò-

íîñòè óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè Áåðíóëëè;

Ã) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà óñïåõîâ ðàâíî âåðî-

ÿòíîñòè óñïåõà.

Îòâåòû: 1. 216; 2. 0.25; 3. Á, Â; 4. 1/9; 5. 0, 065; 6. a = 0.5;

6.2; 7. À; 8. Â; 9. 1; 10. Ã; 11. 34; 12. Á; 13. Á, Ã; 14. íåò;

15. 3
32; 16. Â.
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15.2 Âàðèàíò 2

1. Ìîíåòó ïîäáðîñèëè 4 ðàçà. Íàéäèòå ÷èñëî ýëåìåíòàð-

íûõ ñîáûòèé â ýòîì ýêñïåðèìåíòå.

2. Ïðàâèëüíóþ èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðîñèëè 2 ðàçà. Âû-

÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ: â ñóììå íà äâóõ êîñòÿõ âû-

ïàëî 3.

3. Äâà ñîáûòèÿ A è B ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è âåðî-

ÿòíîñòü êàæäîãî èç íèõ îòëè÷íà îò íóëÿ. Îòìåòüòå âåðíûå

óòâåðæäåíèÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå.

À) Ñîáûòèÿ A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ (òî åñòü íå ìîãóò

ïðîèçîéòè îäíîâðåìåííî).

Á) Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B ðàâíà

áåçóñëîâíîé âåðîÿòíîñòè.

Â) Ñîáûòèå B ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ñîáûòèÿ A.

Ã) Âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñîáûòèé A è B ðàâíà ïðîèç-

âåäåíèþ èõ âåðîÿòíîñòåé.

4. Ïðàâèëüíóþ èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðîñèëè äâàæäû.

Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñóììå íà äâóõ êîñòÿõ

âûïàëî ïÿòü, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè ïåðâîì áðîñêå âûïàëî

÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ.

5. Â îïåðàöèîííîì îòäåëåíèè áàíêà ðàáîòàþò 90% îïûò-

íûõ ðàáîòíèêîâ. Âåðîÿòíîñòü ñîâåðøåíèÿ îøèáêè îïûòíûì

ðàáîòíèêîì ðàâíà 0.02, à âåðîÿòíîñòü îøèáêè ó íåîïûòíîãî

ðàáîòíèêà 0.1. Âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü ñîâåðøåíèÿ îøèáêè.

6. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà ñâîèì ðÿäîì

ðàñïðåäåëåíèÿ

X −1 2 3

p 0.5 a 0.2

Íàéäèòå a è âû÷èñëèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó-
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÷àéíîé âåëè÷èíû X2.

7. Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (îòìåòüòå ïðàâèëü-

íûå èç ïåðå÷èñëåííûõ óòâåðæäåíèé):

À) õàðàêòåðèçóåò çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â ñðåä-

íåì;

Á) ðàâíà ñðåäíåìó ìîäóëÿ îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû îò íóëÿ;

Â) õàðàêòåðèçóåò èçìåí÷èâîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò-

íîñèòåëüíî ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ;

Ã) ðàâíà ñðåäíåìó êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû îò ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.

8. Äèñïåðñèÿ êîíñòàíòû ðàâíà (îòìåòüòå ïðàâèëüíûå

èç ïåðå÷èñëåííûõ óòâåðæäåíèé):

À) Ýòîé êîíñòàíòå .

Á) Êâàäðàòó êîíñòàíòû .

Â) Íóëþ.

Ã) Íå ñóùåñòâóåò.

9. ×åìó ðàâíà ìåäèàíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé

ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå?

10. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà, èìåþùàÿ ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè-

ìåò çíà÷åíèå áîëüøåå 5? Îòìåòüòå ïðàâèëüíûå èç ïåðå÷èñ-

ëåííûõ óòâåðæäåíèé:

À) 0.5;

Á) áëèçêà ê íóëþ;

Â) áëèçêà ê åäèíèöå;

Ã) 0.

11. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z1 è Z2 èìåþò ñòàíäàðòíûå

íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è íåçàâèñèìû. Âû÷èñëèòå äèñ-

ïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X = 2Z1 + 3Z2 − 5.
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12. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 10 è äèñïåðñèåé 25. ×åìó ðàâíà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèìåò çíà-

÷åíèå áîëüøåå 25? Îòìåòüòå ïðàâèëüíûå èç ïåðå÷èñëåííûõ

óòâåðæäåíèé:

À) 0;

Á) áëèçêà ê åäèíèöå;

Â) áëèçêà ê íóëþ;

Ã) 0.5.

13. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

X (îòìåòüòå ïðàâèëüíûå èç ïåðå÷èñëåííûõ óòâåðæäåíèé):

À) ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ;

Á) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè;

Â) ðàâíà P (0 < X < x);

Ã) âñåãäà áîëüøå èëè ðàâíà 0.

14. Ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáûòèé (îòìåòüòå ïðàâèëüíûå èç

ïåðå÷èñëåííûõ óòâåðæäåíèé):

À) Ðàçáèâàåò âñå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íà

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèå ñîáûòèÿ, â îáúåäèíåíèè äàþùèå

âñå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé;

Á) Ïðîèçâîëüíûé íàáîð ñîáûòèé, â îáúåäèíåíèè äàþùèå

âñå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé;

Â) Ïðîèçâîëüíûé ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèé íàáîð ñîáû-

òèé;

Ã) Íàáîð ñîáûòèé, èìåþùèé õîòÿ áû îäèí îáùèé ýëåìåí-

òàðíûé èñõîä.

15. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü

íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ òîëüêî íà îòðåçêå [0; 2]. Ìîæåò ëè ôóíê-

öèÿ p(x) = 2 − x áûòü ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòåé ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

16. Ïðîâåäåíî ïÿòü èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ
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óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè, ðàâíîé 0.5. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò ðîâíî 2 óñïåõà.

Îòâåòû: 1. 16; 2. 1
18; 3. Á) è Ã); 4.

2
9; 5. 0.028; 6. a = 0.3 è

E(X2) = 3.5; 7. Â) è Ã); 8. Â); 9. 0; 10. Á); 11. D(X) = 13;

12. Á); 13. À) è Ã); 14. À); 15. Íåò; 16. 5
16.

15.3 Ðåøåíèå âàðèàíòà 2

1. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîñòîèò èç íà-

áîðîâ âèäà (x1;x2;x3;x4). Ïðè ýòîì xi, i = 1, 2, 3, 4, ìîæåò

ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ � îðåë èëè ðåøêà. Òàêèì

îáðàçîì, âñåãî âîçìîæíî 24 = 16 ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

2. Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî 2 ýëåìåíòàð-

íûõ ñîáûòèÿ: (1; 2) è (2; 1). Òàê êàê âñå âåðîÿòíîñòíîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñîñòîèò èç 36 ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, òî âåðîÿò-

íîñòü óêàçàííîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 2
36 =

1
18.

3. Èç óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé ñëåäóåò, ÷òî P (A∩
B) = P (A)P (B), ïðè÷åì ýòà âåðîÿòíîñòü íå ðàâíà íóëþ.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñîáûòèÿ A è B èìåþò ïåðåñå÷åíèå,

èíà÷å P (A ∩ B) = 0, ïîýòîìó ïóíêòû À) è Â) íå ÿâëÿþò-

ñÿ âåðíûìè óòâåðæäåíèÿìè. Ïóíêò Ã) âåðåí ïî îïðåäåëå-

íèþ íåçàâèñèìîñòè, à óòâåðæäåíèå Á) ñëåäóåò èç ôîðìóëû

P (A|B) = P (A∩B)
P (B) = P (A)P (B)

P (B) = P (A).

4. Ïåðå÷èñëèì ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, êîòîðûå óäîâëå-

òâîðÿþò ñîáûòèþA={ñóììå íà äâóõ êîñòÿõ âûïàëî 5 î÷êîâ}:
(1; 4), (4; 1), (2; 3), (3; 2), îòêóäà íàõîäèì P (A) = 4

36. Ñîáû-

òèå B={íà ïåðâîé êîñòè âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî} ïðîèñõî-

äèò â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ, ïîýòîìó P (B) = 1
2. Îêîí÷àòåëüíî,

ïî ôîðìóëå äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè, èìååì P (A|B) =
P (A∩B)
P (B) = 4/36

1/2 = 2
9.

5. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ñîáûòèéA={ïðîèçîøëà
îøèáêà}, H1={îïåðàöèþ âûïîëíÿë îïûòíûé ðàáîòíèê} è
H2={îïåðàöèþ âûïîëíÿë íåîïûòíûé ðàáîòíèê}. Èç óñëî-
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âèÿ èçâåñòíû âåðîÿòíîñòè P (H1) = 0.9, P (H2) = 0.1,

P (A|H1) = 0.02 è P (A|H2) = 0.1. Òàê êàê ñîáûòèÿ H1 è H2

ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé, òî, ïîëüçóÿñü ôîðìó-

ëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, íàõîäèì îòâåò

P (A) = P (A|H1)P (H1) + P (A|H2)P (H2) =

= 0.02 · 0.9 + 0.1 · 0.1 = 0.028.

6. Ñóììà âåðîÿòíîñòåé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ðàâíà åäèíèöå, ïîýòîìó 0.5 + a + 0.2 = 1, à çíà÷èò, a = 0.3.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ

ôîðìóëîé Ef (X) =
n∑

i=1

f (xi) ·pi, f (X) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

E(X2) = (−1)2 · 0.5 + 22 · 0.3 + 32 · 0.2 = 3.5.

7. Ïî îïðåäåëåíèþ äèñïåðñèè D(X) = E(X − EX)2, òî

åñòü îíà ðàâíà ñðåäíåìó êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû îò ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,

õàðàêòåðèçóåò èçìåí÷èâîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòíîñè-

òåëüíî åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïîýòîìó âåðíûìè

ÿâëÿþòñÿ ïóíêòû Â) è Ã).

8. Äèñïåðñèÿ êîíñòàíòû ðàâíà íóëþ.

9. Òàê êàê ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé âåëè÷èíû

Z åñòü ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ ρ(x) = 1√
2π
e−x2/2, îíà ñèììåòðè÷íà

îòíîñèòåëüíî íóëÿ, ïîýòîìó P (Z > 0) = P (Z < 0) = 1/2.

10. Ïî ïðàâèëó ¾òðåõ ñèãì¿ âåðîÿòíîñòü îòêëîíèòñÿ áî-

ëåå ÷åì íà 3 ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèÿ îò ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ ñîñòàâëÿåò ìåíåå 0.003. Òî åñòü äëÿ ñòàíäàðò-

íîé íîðìàëüíîé âåëè÷èíû Z P (|Z| > 3) < 0.003, îòêóäà

P (Z > 5) áëèçêà ê íóëþ.

11. Äèñïåðñèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé. Òàê êàê äèñïåðñèÿ ñòàíäàðòíîé
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íîðìàëüíîé âåëè÷èíû ðàâíà åäèíèöå, òî èç ñâîéñòâ äèñ-

ïåðñèè ñëåäóåò

D(X) = D(2Z1+3Z2− 5) = 22D(Z1)+32D(Z2) = 4+9 = 13.

12. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè òðåáóåìóþ âåðîÿòíîñòü, ïå-

ðåéäåì ê ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé âåëè÷èíå Z = X−10√
25

è

âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

P (X > 25) = P

(
X − 10

5
>

25− 10

5

)
= P (Z > 3) =

= 1− P (Z ≤ 3) ≈ 1− 0.99865 = 0.00135.

13. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâî-

ðÿåò ñâîéñòâàì À) è Ã).

14. Â ïóíêòå À) ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå ïîëíîé ãðóïïû

ñîáûòèé.

15. Ïî ñâîéñòâó ôóíêöèè ïëîòíîñòè ρ(x)

+∞∫
−∞

ρ(x)dx = 1.

Â íàøåì æå ñëó÷àå
+∞∫
−∞

ρ(x)dx =
2∫
0

(2−x)dx = (2x−x2

2 )|
2
0 = 2.

16. Äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p = 0.5,

÷èñëîì èñïûòàíèé n = 5 è k = 2 èìååì

P (X = k) = Ck
np

kqn−k = C2
50.5

2 · 0.53 = 5!

2!3!
0.55 =

10

25
=

5

16
.
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16. Òèïîâûå âàðèàíòû ýêçàìåíà

16.1 Âàðèàíò 1

1. Ñòóäåí÷åñêàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç 5 þíîøåé è 10 äåâó-

øåê. Èç íèõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòáèðàþò òðåõ ñòóäåíòîâ.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ åñòü õîòÿ

áû îäèí þíîøà.

2. Ó øêîëüíèêà â ðþêçàêå áûëî 10 òåòðàäåé, èç íèõ

8 â êëåòêó è 2 � â ëèíåéêó. Îäíó èç òåòðàäåé îí çàáûë â

øêîëå. Ïîñëå ýòîãî îí íàóãàä âçÿë èç ðþêçàêà îäíó òåòðàäü.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ýòà òåòðàäü â êëåòêó?

3. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâà ðàçà. Ñîáûòèå A � â

ñóììå âûïàëî áîëüøå 9, ñîáûòèå B � ïðè âòîðîì áðîñêå

âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ. Íàéòè P (A∪B). Íàéòè P (A|B).

ßâëÿþòñÿ ëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìûìè è ïî÷åìó?

4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà S � ÷èñëî óñïåõîâ â 4 èñïûòàíèÿõ

Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè p =

0.5. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî P (S < 2).

5. Ñîâìåñòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y çàäàí òàáëèöåé:

X \ Y −2 −1 0

0 2/16 1/16 1/16

1 1/16 3/16 2/16

02 5/16 0

Íàéäèòå

à) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X (åå çíà-

÷åíèÿ â âåðòèêàëüíîì ñòîëáöå);

á) EX , DX , E(X2 − 3);

â) cov(X, Y ).
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6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå ñî ñðåäíèì 46 è äèñïåðñèåé 36. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

P (37 < X < 49) è êâàíòèëü xp óðîâíÿ p = 0.05.

7. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z1 è Z2 èìåþò ñòàíäàðòíîå íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è íåçàâèñèìû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

X çàäàíà ñîîòíîøåíèåì: X = 5Z1− 3Z2− 4. Óêàçàòü çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ X . Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X > 0.

8. Èçâåñòíî, ÷òî äîëÿ ïîòðåáèòåëåé íåêîòîðîãî òîâàðà

ñîñòàâëÿåò 20%. Âû÷èñëèòå ïðèáëèæåííî, èñïîëüçóÿ òåîðå-

ìó Ìóàâðà�Ëàïëàñà, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì

îïðîñå 500 ðåñïîíäåíòîâ áîëåå 120 çàÿâÿò, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ

ïîòðåáèòåëÿìè ýòîãî òîâàðà.

9. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò ñâîè çíà÷åíèÿ íà

îòðåçêå [0; 4] è çàäàíà ñâîåé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) =

ax íà îòðåçêå [0; 4]. Íàéòè êîíñòàíòó a, E(X) è D(X).

Îòâåòû. 1. 67
91; 2. 0.8; 3. P (A ∪ B) = 5

9; P (A|B) = 2
9;

çàâèñèìû; 4. 5
16 = 0.3125; 5. à)

X 0 1 2

p 1/4 3/8 3/4
; á) EX =

9
8 = 1.125; DX = 39

64,E(X2 − 3) = −9
8; â) cov(x, y) = − 5

32; 6.

≈ 0.6247, x0.05 ≈ 36.1; 7. X ∼ N(−4; 34), P (X > 0) ≈ 0.245;

8. ≈ 0.0125; 9. a = 1
8, EX = 8

3, DX = 8
9.
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16.2 Âàðèàíò 2

1. Ñîâåò äèðåêòîðîâ êîìïàíèè ñîñòîèò èç 8 ÷åëîâåê, ñðå-

äè êîòîðûõ 5 õîðîøî âëàäåþò àíãëèéñêèì ÿçûêîì. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ïðîñòîì ñëó÷àéíîì âûáîðå òðåõ

÷ëåíîâ ñîâåòà äèðåêòîðîâ äëÿ ïîåçäêè â Àíãëèþ, â äåëåãà-

öèþ ïîïàäåò õîòÿ áû îäèí ÷åëîâåê, íå âëàäåþùèé àíãëèé-

ñêèì?

2. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò òðèæäû. Ñîáûòèå A � â

ñóììå íà òðåõ êîñòÿõ âûïàëî áîëüøå 15. Ñîáûòèå B � ïðè

âòîðîì áðîñêå âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ. Íàéòè P (A∪B).

Íàéòè P (A|B). ßâëÿþòñÿ ëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìûìè

è ïî÷åìó?

3. Âåðîÿòíîñòü ïðîäàòü íåäâèæèìîñòü â òå÷åíèå äâóõ

ìåñÿöåâ ïðè áëàãîïðèÿòíîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè ðàâ-

íà 0.7, à ïðè íåáëàãîïðèÿòíîé òîëüêî 0.2. Ýêñïåðòû ñ÷èòà-

þò, ÷òî âåðîÿòíîñòü áëàãîïðèÿòíîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóà-

öèè â áëèæàéøåå âðåìÿ îöåíèâàåòñÿ êàê 0.15. Êàêîâà âåðî-

ÿòíîñòü ïðîäàòü íåäâèæèìîñòü â òå÷åíèå äâóõ áëèæàéøèõ

ìåñÿöåâ?

4. Íà÷èíàþùèé âîäèòåëü â ñðåäíåì ñîâåðøàåò îäíó îøèá-

êó çà 5 ìèíóò. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ÷èñëî ñîâåðøåííûõ òàêèì

âîäèòåëåì îøèáîê ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ïóàññîíà, íàéäèòå

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âîäèòåëü ñîâåðøèò çà 10 ìèíóò íå

ìåíåå äâóõ îøèáîê.

5. Ñîâìåñòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y çàäàí òàáëèöåé:

X \ Y −1 0 1

−0.5 3/25 2/25 0

0 7/25 3/25 3/25

0.5 0 5/25
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Íàéäèòå

à) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y (åå çíà-

÷åíèÿ â âåðòèêàëüíîì ñòîëáöå);

á) EY , DY , E(Y 3 − 4);

â) cov(X, Y ).

6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå ñî ñðåäíèì 16 è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 2. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü P (15 < X < 19) è êâàíòèëü xp óðîâíÿ p = 0.75.

7. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1 è X2 íåçàâèñèìû è èìå-

þò íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ: X1 ∼ N(20, σ2 = 4), X2 ∼
N(40, σ2 = 9). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y = 3X1 − X2 + 10.

Óêàçàòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Y . Íàéòè P (Y > 40).

8. Ïðàâèëüíóþ ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 144 ðàç. Âû÷èñëè-

òå ïðèáëèæåííî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ìóàâðà�Ëàïëàñà, âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ â ýòîì ýêñïåðè-

ìåíòå S áóäåò â ïðåäåëàõ îò 60 äî 80, ò.å P (60 < S < 80).

9. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå íà îòðåçêå [−1; 1]. Íàéäèòå E(X) è D(X).

Îòâåòû. 1. 2328; 2. P (A∪B) = 37
72; P (A|B) = 7

108; çàâèñèìû;

3. 0.275; 4. 1 − 3
e2
; 5. à)

X −1 0 1

p 2/5 2/5 1/5
; á) EX = −1

5 =

−0.2; DX = 14
25 = 0.56, E(Y 3 − 4) = −4.2; â) cov(x, y) =

0.108; 6. ≈ 0.6247, x0.75 ≈ 17.34; 7. X ∼ N(30; 45), P (Y >

40) ≈ 0.068; 8. ≈ 0.8854; 9. EX = 0, DX = 1
3.
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16.3 Âàðèàíò 3

1. Ñòóäåí÷åñêàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç 8 þíîøåé è 12 äåâó-

øåê. Èç íèõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòáèðàþò òðåõ ñòóäåíòîâ.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòîáðàíû 2 þíîøè è 1 äåâóø-

êà.

2. Äâà ïðèçíàêà A è B íåçàâèñèìû. Âåðîÿòíîñòü âñòðå-

òèòü ïðèçíàê A ó ñëó÷àéíî âûáðàííîãî ðåñïîíäåíòà ðàâíà

0.4, à ïðèçíàê B � 0.9. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó ñëó-

÷àéíî âûáðàííîãî ðåñïîíäåíòà îáíàðóæàòñÿ íå áîëåå îäíî-

ãî èç ýòèõ ïðèçíàêîâ?

3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Íàéòè P (|Z − 1| > 0.5).

4. Íà íåêîòîðîì ïðåäïðèÿòèè âåðîÿòíîñòü ïðîèçâîäñòâà

áðàêîâàííîãî èçäåëèÿ ñîñòàâëÿåò 0.03. Ïðè êîíòðîëå ïðî-

äóêöèè ýòîãî ïðåäïðèÿòèÿ ñîâåðøàþòñÿ îøèáêè: ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 0.05 áðàêîâàííîå èçäåëèå ïðèçíàåòñÿ ãîäíûì è ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ 0.01 ãîäíîå èçäåëèå ïðèçíàåòñÿ áðàêîâàííûì.

Ñëó÷àéíî âûáðàííîå èçäåëèå áûëî ïðîêîíòðîëèðîâàíî è

ïðèçíàíî áðàêîâàííûì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ýòî èçäå-

ëèå ãîäíîå?

5. Ñîâìåñòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y çàäàí òàáëèöåé:

X \ Y −2 −1 0

0 1/27 3/27 5/27

1 2/27 5/27

2 6/27 1/27 0

Íàéäèòå

à) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X (åå çíà-

÷åíèÿ â âåðòèêàëüíîì ñòîëáöå);
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á) EX , DX , E(2X2 − 3);

â) cov(X, Y ).

6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå ñî ñðåäíèì 100 è còàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 16. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü P (74 < X < 92) è êâàíòèëü xp óðîâíÿ p = 0.95.

7. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z1 è Z2 èìåþò ñòàíäàðòíîå íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è íåçàâèñèìû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

X = 8Z1− 2Z2− 1. Óêàçàòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ X . Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X < 0.

8. Èçâåñòíî, ÷òî äîëÿ ïîòðåáèòåëåé íåêîòîðîãî òîâàðà

ñîñòàâëÿåò 25%. Âû÷èñëèòå ïðèáëèæåííî, èñïîëüçóÿ òåîðå-

ìó Ìóàâðà�Ëàïëàñà, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì

îïðîñå 1000 ðåñïîíäåíòîâ îò 230 äî 280 çàÿâÿò, ÷òî îíè ÿâ-

ëÿþòñÿ ïîòðåáèòåëÿìè ýòîãî òîâàðà.

9. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå íà îòðåçêå [2; 6]. Íàéòè E(2X−1), D(2X−1), E(X3).

Îòâåòû: 1. 28
95; 2 0.64; 3 0.7583; 4 0.2539;

5. à)
X 0 1 2

p 9/27 11/27 7/27
; á) EX = 25

27; DX ≈ 0.587;

E(2X2− 3) = −1
9; â) cov(x, y) ≈ −0.367; 6. ≈ 0.256; ≈ 126.4;

7. X ∼ N(−1; 68); ≈ 0.5478; 8. ≈ 0.9096; 9. E(2X − 1) = 7,

D(2X − 1) = 16/3, E(X3) = 80.

16.4 Ðåøåíèå âàðèàíòà 3

1. Îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü òðåõ ÷åëîâåê èç äâàäöàòè

ðàâíî C3
20 =

20!
3!17! =

18·19·20
6 = 3 · 19 · 20. Èìååòñÿ 12 âàðèàíòîâ

âûáðàòü îäíó äåâóøêó, à êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü äâóõ

þíîøåé èç âîñüìè ðàâíî C2
8 = 8!

2!6! = 28. Ïóñòü A îçíà÷àåò

òðåáóåìîå ñîáûòèå, òîãäà âåðîÿòíîñòü P (A) íàõîäèòñÿ ïî
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ôîðìóëå

P (A) =
12C2

8

C3
20

=
12 · 28

3 · 19 · 20
=

28

95
.

2. Ðàññìîòðèì îáðàòíîå ñîáûòèå, êîòîðîå ñîñòîèò â òîì,

÷òî ó ðåñïîíäåíòà îáíàðóæàòñÿ îáà ïðèçíàêà, âåðîÿòíîñòü

ýòîãî ðàâíà P (A ∩ B) = P (A)P (B) = 0.4 · 0.9 = 0.36 (çäåñü

ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåçàâèñèìîñòüþ äâóõ ïðèçíàêîâ). Ïî-

ýòîìó âåðîÿòíîñòü èñêîìîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

1− P (A ∩B) = 1− 0.36 = 0.64.

3. P (|Z−1| > 0.5) = 1−P (|Z−1| < 0.5) = 1−P (−0.5 < Z <

1.5) = 1−Φ(1.5)+Φ(0.5) = 1−0.9332+0.6915 = 0.7583. Çäåñü

Φ(x) � ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

çíà÷åíèÿ êîòîðîé ìîæíî íàéòè â òàáëèöå.

4. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿA={èçäåëèå ïðèçíàíî áðàêîâàííûì},
H1={èçäåëèå ÿâëÿåòñÿ áðàêîâàííûì} èH2={èçäåëèå ãîäíîå}.
Ïî óñëîâèþ äàíû âåðîÿòíîñòè P (H1) = 0.03, P (H2) = 0.97,

P (A|H1) = 0.05 è P (A|H2) = 0.01. ×òîáû íàéòè âåðîÿòíîñòü

P (H2|A), âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Áàéåñà

P (H2|A) =
P (A|H2)P (H2)

P (A|H1)P (H1) + P (A|H2)P (H2)
=

=
0.01 · 0.97

0.95 · 0.03 + 0.01 · 0.97
= 0.2539.

5. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî â ïóñòîé êëåòêå äîëæíà ñòîÿòü

äðîáü 4/27, ïîñêîëüêó ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé äîëæíà ðàâ-

íÿòüñÿ åäèíèöå. Ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíûX ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì âåðîÿòíîñòåé ïî ñòðî-

êàì äàííîé òàáëèöû

X 0 1 2

p 9/27 11/27 7/27

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX = 0 · 9
27+1 · 1127+2 · 7

27 =
25
27.
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Ïðåæäå ÷åì íàéòè äèñïåðñèþ, íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå êâàäðàòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

E(X2) = 02 · 9

27
+ 12 · 11

27
+ 22 · 7

27
=

39

27
=

13

9
.

Òåïåðü íàõîäèì äèñïåðñèþ DX è E(2X2 − 3):

DX = E(X2)− (EX)2 =
13

9
−
(
25

27

)2

≈ 0.587,

E(2X2 − 3) = 2E(X2)− 3 = 2 · 13
9
− 3 = −1

9
.

Òàê êàê cov(X,Y ) = E(XY ) − EX · EY , òî äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ êîâàðèàöèè äîñòàòî÷íî íàéòè EY è E(XY ):

EY = −2 ·
(

1

27
+

2

27
+

6

27

)
− 1 ·

(
3

27
+

4

27
+

1

27

)
= −26

27
,

E(XY ) = −2 · 1 · 2

27
− 1 · 1 · 4

27
− 2 · 2 · 6

27
− 1 · 2 · 1

27
= −34

27
.

Òåïåðü âû÷èñëÿåì êîâàðèàöèþ

cov(X,Y ) = E(XY )−EX ·EY = −34

27
− 25

27
(−26

27
) ≈ −0.367.

6. Âûðàçèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóX ÷åðåç ñòàíäàðòíóþ íîð-

ìàëüíóþ âåëè÷èíó Z:

X = 100 + 16Z.

Òîãäà P (Z) = P (74 < 100 + 16Z < 92) = P (−26
16 < Z <

− 8
16) = P (−1.625 < Z < −0.5) = Φ(1.625) − Φ(0.5) ≈

0.9474− 0.6915 = 0.256

Êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óðîâ-

íÿ p = 0.95 ñîñòàâëÿåò zp ≈ 1.65, ïîýòîìó

xp ≈ 100 + 16 · 1.65 = 126.4.
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7. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíîé. Ïî ñâîéñòâàì íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è

äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

E(X) = E(8Z1 − 2Z2 − 1) = 8EZ1 − 2EZ2 − 1 = −1,

D(X) = 82D(Z1) + (−2)2DZ2 = 64 + 4 = 68.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî äëÿ ñòàíäàðòíûõ íîð-

ìàëüíûõ âåëè÷èí ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî íóëþ, à

äèñïåðñèÿ � åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, X = −1 +
√
68Z, ãäå

Z ∼ N(0; 1). Äàëåå,

P (X > 0) = P (−1 +
√
68Z < 0) = P

(
Z <

1√
68

)
≈

≈ P (Z < 0.12) = Φ(0.12) ≈ 0.5478.

8. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðåñïîíäåíò ÿâëÿåòñÿ ïîòðåáèòå-

ëåì ýòîãî òîâàðà, ñîñòàâëÿåò p = 1/4. ×èñëî ðåñïîíäåíòîâ

S, ÿâëÿþùèõñÿ ïîòðåáèòåëÿìè äàííîãî òîâàðà, åñòü ñëó-

÷àéíàÿ áèíîìèàëüíàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà ìîæåì âû÷èñëèòü

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ES = np = 250 è äèñïåðñèþ

DX = np(1− p) = 187.5. Ïî òåîðåìå Ìóàâðà�Ëàïëàñà ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà S èìååò àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå, ïîýòîìó ïðèáëèæåííî ìîæåì ñ÷èòàòü âûïîë-

íåííûì ðàâåíñòâî S = 250 +
√
187.5Z, ãäå Z ∼ N(0; 1). Èñ-

ïîëüçóÿ òàáëèöó äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé

íîðìàëüíîé âåëè÷èíû, íàõîäèì

P (230 < S < 280) ≈ P (230 < 250 +
√
187.5Z < 280) =

= P

(
− 20√

187.5
< Z <

30√
187.5

)
≈ P (−1.46 < Z < 2.19) =

= Φ(2.19) + Φ(1.46)− 1 ≈ 0.9817 + 0.9279− 1.

9. Íîñèòåëü ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [a; b], èìååò âèä ρ(x) = 1
b−a, à
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ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ çàäàþòñÿ ôîðìóëà-

ìè

EX =
b + a

2
, DX =

(b− a)2

12
.

Ïîýòîìó â íàøåé çàäà÷å EX = 6+2
2 = 4 è DX = (6−2)2

12 =
4
3. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, íàõî-

äèì

E(2X − 1) = 2EX − 1 = 7, D(2X − 1) = 22DX = 16/3.

×òîáû âû÷èñëèòü òðåòèé ìîìåíò E(X3), âû÷èñëèì èíòå-

ãðàë

6∫
2

1

4
x3dx =

1

16
x4|62 = 81− 1 = 80.
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17. Òàáëèöà ôóíêöèè Φ(x) ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359

0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753

0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141

0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517

0.4 0, 6554 0, 6591 0, 6628 0, 6664 0, 6700 0, 6736 0, 6772 0, 6808 0, 6844 0, 6879

0.5 0, 6915 0, 6950 0, 6985 0, 7019 0, 7054 0, 7088 0, 7123 0, 7157 0, 7190 0, 7224

0.6 0, 7257 0, 7291 0, 7324 0, 7357 0, 7389 0, 7422 0, 7454 0, 7486 0, 7517 0, 7549

0.7 0, 7580 0, 7611 0, 7642 0, 7673 0, 7704 0, 7734 0, 7764 0, 7794 0, 7823 0, 7852

0.8 0, 7881 0, 7910 0, 7939 0, 7967 0, 7995 0, 8023 0, 8051 0, 8078 0, 8106 0, 8133

0.9 0, 8159 0, 8186 0, 8212 0, 8238 0, 8264 0, 8289 0, 8315 0, 8340 0, 8365 0, 8389

1.0 0, 8413 0, 8438 0, 8461 0, 8485 0, 8508 0, 8531 0, 8554 0, 8577 0, 8599 0, 8621

1.1 0, 8643 0, 8665 0, 8686 0, 8708 0, 8729 0, 8749 0, 8770 0, 8790 0, 8810 0, 8830

1.2 0, 8849 0, 8869 0, 8888 0, 8907 0, 8925 0, 8944 0, 8962 0, 8980 0, 8997 0, 9015

1.3 0, 9032 0, 9049 0, 9066 0, 9082 0, 9099 0, 9115 0, 9131 0, 9147 0, 9162 0, 9177

1.4 0, 9192 0, 9207 0, 9222 0, 9236 0, 9251 0, 9265 0, 9279 0, 9292 0, 9306 0, 9319

1.5 0, 9332 0, 9345 0, 9357 0, 9370 0, 9382 0, 9394 0, 9406 0, 9418 0, 9429 0, 9441

1.6 0, 9452 0, 9463 0, 9474 0, 9484 0, 9495 0, 9505 0, 9515 0, 9525 0, 9535 0, 9545

1.7 0, 9554 0, 9564 0, 9573 0, 9582 0, 9591 0, 9599 0, 9608 0, 9616 0, 9625 0, 9633

1.8 0, 9641 0, 9649 0, 9656 0, 9664 0, 9671 0, 9678 0, 9686 0, 9693 0, 9699 0, 9706

1.9 0, 9713 0, 9719 0, 9726 0, 9732 0, 9738 0, 9744 0, 9750 0, 9756 0, 9761 0, 9767

2.0 0, 9772 0, 9778 0, 9783 0, 9788 0, 9793 0, 9798 0, 9803 0, 9808 0, 9812 0, 9817

2.1 0, 9821 0, 9826 0, 9830 0, 9834 0, 9838 0, 9842 0, 9846 0, 9850 0, 9854 0, 9857

2.2 0, 9861 0, 9864 0, 9868 0, 9871 0, 9875 0, 9878 0, 9881 0, 9884 0, 9887 0, 9890

2.3 0, 9893 0, 9896 0, 9898 0, 9901 0, 9904 0, 9906 0, 9909 0, 9911 0, 9913 0, 9916

2.4 0, 9918 0, 9920 0, 9922 0, 9925 0, 9927 0, 9929 0, 9931 0, 9932 0, 9934 0, 9936

2.5 0, 9938 0, 9940 0, 9941 0, 9943 0, 9945 0, 9946 0, 9948 0, 9949 0, 9951 0, 9952

2.6 0, 9953 0, 9955 0, 9956 0, 9957 0, 9959 0, 9960 0, 9961 0, 9962 0, 9963 0, 9964

2.7 0, 9965 0, 9966 0, 9967 0, 9968 0, 9969 0, 9970 0, 9971 0, 9972 0, 9973 0, 9974

2.8 0, 9974 0, 9975 0, 9976 0, 9977 0, 9977 0, 9978 0, 9979 0, 9979 0, 9980 0, 9981

2.9 0, 9981 0, 9982 0, 9982 0, 9983 0, 9984 0, 9984 0, 9985 0, 9985 0, 9986 0, 9986

3.0 0, 9987 0, 9987 0, 9987 0, 9988 0, 9988 0, 9989 0, 9989 0, 9989 0, 9990 0, 9990

3.1 0, 9990 0, 9991 0, 9991 0, 9991 0, 9992 0, 9992 0, 9992 0, 9992 0, 9993 0, 9993

3.2 0, 9993 0, 9993 0, 9994 0, 9994 0, 9994 0, 9994 0, 9994 0, 9995 0, 9995 0, 9995

3.3 0, 9995 0, 9995 0, 9995 0, 9996 0, 9996 0, 9996 0, 9996 0, 9996 0, 9996 0, 9997

3.4 0, 9997 0, 9997 0, 9997 0, 9997 0, 9997 0, 9997 0, 9997 0, 9997 0, 9997 0, 9998

3.5 0, 9998 0, 9998 0, 9998 0, 9998 0, 9998 0, 9998 0, 9998 0, 9998 0, 9998 0, 9998
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18. Îòâåòû

1. 1 726 272. Ðåøåíèå. Â ðîññèéñêîì àâòîìîáèëüíîì íîìå-

ðå 3 áóêâû è 3 öèôðû, ïîýòîìó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîìáèíà-

öèé èç áóêâ ðàâíî 123, à èç öèôð � 103 − 1 (âû÷èòàåì åäè-

íèöó, òàê êàê íîìåðîâ ñ òðåìÿ íóëÿìè íå ñóùåñòâóåò). Ïî-

ýòîìó îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàâíî 123(103 − 1) = 1 726 272.

2. 10 000.

3. 3 · 5 + 3 · 5 · 1 + 3 = 33.

4. 10 000.

5. 160 000. Ðåøåíèå. Åñëè îäèí è òîò æå ó÷åíèê ìîæåò

âûéòè ê äîñêå òîëüêî îäèí ðàç, òî ñ ó÷åòîì î÷åðåäíîñòè ó

ïðåïîäàâàòåëÿ åñòü A4
20 = 116 280 âàðèàíòîâ, à áåç ó÷åòà �

C4
20 = 4 845. Åñëè æå îí íà êàæäóþ çàäà÷ó ìîæåò âûçâàòü

ëþáîãî èç äâàäöàòè ó÷åíèêîâ, òî ÷èñëî âàðèàíòîâ ñîñòàâ-

ëÿåò 204 = 160 000.

6. 2 180. Ðåøåíèå. Îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ äîñòàòü òðè êàð-

òû èç 36 ðàâíî C3
36. ×èñëî ñïîñîáîâ âûòàùèòü òðè êàðòû

òàê, ÷òîáû òàì íå áûëî íè îäíîãî òóçà, ðàâíî C3
32. Îñòàëü-

íûå ñïîñîáû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ, èõ îáùåå ÷èñëî C3
36−

C3
32 =

36!
3!33!−

32!
3!29! =

34·35·36
3! −32·31·30

3! = 34·35·6−32·31·5 = 2 180.

7. 120.

8. à) 16!, á) 16 · 15 · 14 = 3 360.

9. 57.

10. 3C5
20.

11. 72, 1
12.

12. 16, 15/16.

13. 5/36.

14. 1
54.

15. 6−4 = 1
1296.

16. 5/18.

17. 3
10000.

18. k
n.
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19. 253.

20. 7/38.

21. 47/91.

22. 49/57.

23. 369/460.

24. 54/91.

25. 31/91.

26. 5/6.

27. 2/13.

28. 7/19.

29. 1−
(
C5
15+C1

8C
4
15

C5
23

)
;
(

C2
8

C5
23

)
.

30.
(
C3
25C

1
5+C4

25

C4
30

)(
C3
18C

1
6+C4

18

C4
24

)
.

31. à) 7
36, á)

7
18, â)

1
2, ã)

1
2, ä)

19
36.

32. à) 0.12; á) 0.46; â) 0.42; ã) 0.28.

33. 5/18.

34. 0.64.

35. 0.85.

36. 0.54.

37. 0.76.

38. 0.38.

39. 0.82; 0.42.

40. 0.15; 0.5.

41. 0.32; 0.68.

42. 1
3.

43. 1
2.

44. íåò; 0.6.

45. íåò; 0.625.

46. 5/9, 2/9, íåò.

47. íåò; 0.8.

48. 37/72; 7/108; íåò.

49. íåò; 0.25.
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50. 2/3, íåò.

51. 2/3.

52. 0.23.

53. 0.38.

54. 0.7.

55. 0.275, 34/55.

56. 0.028; 5
54.

57. 0.56.

58. 0.215.

59. 34%.

60. 0.55.

61. 0.275.

62. 97
382.

63. 18
85.

64. 60/83.

65. 0.4.

66. 90/313.

67. 13
18.

68. 36
65.

69. 0.1323.

70. 5/16.

71. 1− (0.95)4.

72. 47/128.

73. 425/432.

74. 608/625.

75. 0.08146.

76. 81
128.

77. 19
144.

78. 53
512;

1
1024.

79. 1− (45)
5.

80. à) 28 · (0.01)2(0.99)6; á) 1− (0.99)8.

81. à) ≈ 0.33; á) ≈ 0.05.

106



82. à) ≈ 0.185, á) ≈ 0.000475.

83. 0.5; 2.1; 7.9.

84. 0.4; 0.9; −2.3.

85. EX = −7.75; DX = 8667
16 ; íåò.

86.
x 1 2 3 . . . n . . .

p 1
2

1
4

1
8 . . . 1

2n . . .
EX = 2.

87. 0.002; −1.

88.
×èñòûé âûèãðûø 990 240 90 −10

P 0.002 0.016 0.02 0.962
, 0.018,MX =

−2.

89. P (X = k) = Ck
10(0.2)

k(0.8)10−k, EX = 2; DX = 1.6.

90. 5e−2.

91. 1− 2e−1.

92. 1− 19
3 e

−2.

93. 1− 5e−2.

94. 10
3 e

−2.

95. 13e−4.

96. 1− 13e−4.

97. 1− 5
2e

−1.

98.

X \ Y −1 0 1

0 0.02 0.03 0.05

1 0.18 0.27 0.45

.

99.

X \ Y 0 1

0 5/12 1/12

1 5/12 1/12

.

100.

X \ Y 0 1 2

0 25/144 5/144 1/144

1 25/72 5/72 1/72

2 25/144 5/144 1/144

.
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101.

X \ Y 0 50000 100000

0 0.942 0.94 · 0.05 0.94 · 0.01
50000 0.94 · 0.05 0.012 0.01 · 0.05
100000 0.01 · 0.94 0.01 · 0.05 0.012

.

102. äà,
X · Y 0 1

p 0.7 0.3
.

103.
X -1 1

p 0.4 0.6
,
Y -1 0 1

p 0.2 0.3 0.5
, äà,

XY -2 -1 0 1 2

p 0.2 0.12 0.3 0.08 0.3
.

104.
X 0 2

p 0.2 0.8
,
Y 1 2 3

p 0.5 0.1 0.4
, íåò,

XY 0 2 4 6

p 0.2 0.4 0.1 0.3
,

X + Y 1 2 3 4 5

p 0.1 0 0.5 0.1 0.3
.

105. íåò,
XY -4 -1 0 2

p 0.4 0.2 0.3 0.1
; -1.6.

106. à)
X 0 1 2

p 1/4 3/8 3/8
; á) 9/8; 39/64; −9/8 â) −5/32.

107. à)
Y −1 0 1

p 0.4 0.4 0.2
; á) −0.2; 0.56; −4.2 â) 0.108; ≈ 0.42.

108. 2066/625.

109. à)
XY −2 0 1

p 0.3 0.5 0.2
; á)−0.4; 1.84;−8.72 â)

(
0.24 −0.16

−0.16 1.84

)
;.

110. à)
X 0 1 2

P 0.3 0.15 0.55
,
Y −1 0 3

P 0.1 0.55 0.35
; á) 1.25, 0.95,

0.7875, 2.3475, 0.2125, −3.25, 61.8375.

111. Â).

112. Â) è Ã).

113. À).

114. Á).

115. −0.5.

116. −0.3.
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117. a = 1
550; P = 64

275; F (x) =


0, x ≤ −3
x5+243
275 , x ∈ (−3; 2]

1, x > 2.
118. äà, ïðè a = 1.

119. −1/4; 3/8.

120. 3/28; 27/28.

121. 1/4; 5/8.

122. 0; 1/3; 0.

123. 7; 16/3; 4.

124. 1/6; 28/9; 26/81.

125. 1/4; 8/5; 8/75.

126. 3/16; 0; 12/5.

127. F (x) =


0, x < 0
x3

8 , x ∈ [0; 2]

1, x > 2.

; 3
√
1.6.

128. F (x) =


0, x < −1

x + x2

2 + 1
2, x ∈ [−1; 0]

x− x2

2 + 1
2, x ∈ (0; 1]

1, x > 1.

; 1−
√
2
2 ;

√
2
2 − 1.

129. a = 1
32; EX = 25

48; P = 11
128.

130. a = 0; b = 1/5; EX = 11/12; DX = 347/144; 12/25.

131. à) C = 3
4, EX = 0, DX = 0.2, P = 35

128; á) F (x) =
0, x ≤ −1
3
4x− x3

4 + 1
2, x ∈ (−1; 1]

1, x > 1.

132. à) a = 3

√
3
2, P = 1/3; á) F (x) =


0, x ≤ −a
x3

3 + 1
2, x ∈ (−a; a]

1, x > a.

133. 2
33, −

7
11,

128
363,

3
11.
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134. ρ(x) =

{
1, x ∈ (1; 2]

0, x /∈ (1; 2].
F (x) =


0, x ≤ 1

x− 1, x ∈ (1; 2]

1, x > 2.

135. 5
8.

136. F (x) =


0, x < 2
x−2
2 , x ∈ [2; 4]

1, x > 2.

, p(x) =

{
0, èíà÷å
1
2, x ∈ [2; 4].

,

3, 1/3.

137. F (x) =


0, x < 1
x−1
4 , x ∈ [1; 5]

1, x > 5.

, p(x) =

{
0, èíà÷å
1
4, x ∈ [1; 5].

,

3, 4/3.

138. ≈ 0.1972.

139. à) ≈ 0.56; á) ≈ 0.003; â) ≈ 0.24; ã) ≈ 0.07.

140. ≈ 0.6247; ≈ 36.13.

141. à) ≈ 0.0668; á) ≈ −0.56.

142. à) ≈ 0.3446; á) ≈ −1.2.

143. ≈ 0.82.

144. ≈ 0.8185.

145. ≈ 0.9987.

146. ≈ 0.6247; ≈ 19.34.

147. X ∼ N(−4;σ2 = 34); ≈ 0.2451.

148. EX = 1, DX = 25, P (X > 3, 5) ≈ 0.31, xp ≈ 7.4.

149. Y ∼ N(30; σ2 = 21); ≈ 0.0146.

150. à) Y ∼ N(110, σ2 = 29), á) ≈ 0.0314, â) ≈ 118.86.

151. ≈ 0.3753.

152. ≈ 0.4514.

153. ≈ 0.00135.

154. ≈ 0.07; ≈ 0.67; ≈ 0.0082.

155. à) ≈ 0.07; á) ≈ 0.1525; â) ≈ 0.07.

156. à) ≈ 0.07; á) ≈ 0.1525; â) ≈ 0.1.

157. à) ≈ 0.2333; á) ≈ 0.3779; â) ≈ 0.0475.

110



158. à) ≈ 0.6554; á) ≈ 0.6449.

159. à) ≈ 0.0668; á) ≈ 0.7745.

160. À).

161. Á).

162. 0.8.

163. 0.6.

164. ≈ 0.8444.

165. ≈ 0.9876.

166. ≈ 0.2061.

167. ≈ 0.01.

168. ≈ 0.8854.

169. ≈ 0.03.

170. ≈ 0.1335.

171. ≈ 0.1525.

172. 385.

173. 71.

174. 148.

175. 134000.

176. ≈ 0.766.

177. ≈ 0.2976.

178. 0.6.

179. 0.91.

180. à) 1/4; á) 1/4.

181. ρ1(x) =

{
0, èíà÷å
4−x
8 , x ∈ [0; 4].

, ρ2(y) =

{
0, èíà÷å
4−y
8 , y ∈ [0; 4].

.

182. à) a = 1
9, ρ1(x) =

{
0, èíà÷å
x
2 , x ∈ [1; 2].

, ρ2(y) =

{
0, èíà÷å
y
6, y ∈ [1; 2].

;

á) EX = 14
9 , EY = 28

9 ; â)

(
13
162 0

0 7316
81

)
.

183. ≈ 0.466.

184. (2Φ(a)− 1)(2Φ(b)− 1).
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