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Название дисциплины (в соответствии с учебным планом):  

Математические модели демографии 

Цели и задачи дисциплины:   

А. Цели дисциплины: изложить теоретический подход к демографии с точки зрения 

фундаментальной математики. Необходимо дать студентам правильное понимание 

соотношения между математической моделью явления и самим явлением, соотношений 

между моделями и областями их применения (принцип дополнительности и т.п.). В 

курсе рассматривается более широкий класс математических моделей и методов, 

нежели излагаются и используются в демографии традиционно. Таким образом, 

обогащается теоретический инструментарий магистров. 

Б. Задачи дисциплины: формирование необходимых демографических компетенций. В 

результате освоения дисциплины обучающийся должен: знать основные 

математические методы и модели в демографии, их свойства и области применимости, 

связанные с ними понятия и закономерности; уметь применять математические методы 

и модели к анализу демографических данных для адекватного описания, понимания и 

прогнозирования демографических процессов; владеть широким инструментарием 

математических методов и моделей в демографии. 

Место дисциплины в структуре ООП: 

А. Информация об образовательном стандарте и учебном плане: 
— направление подготовки (в соответствии с образовательным стандартом): 
38.04.01 « Экономика» ( магистратура); 
— магистерская программа «Экономика и математические методы»; 

Б. Информация о месте дисциплины  в образовательном стандарте и учебном плане: 
— вариативная часть; 
— дисциплина по выбору; 
— 1 курс; 
— 2 семестр; 

В. Перечень дисциплин, которые должны быть освоены для начала освоения данной 

дисциплины: математический анализ, комплексный анализ, линейная алгебра, 

дифференциальные уравнения, теория вероятностей, математическая статистика, 

вычислительные методы, работа на ЭВМ. 

Г. Общая трудоемкость: 72 академических часа, 2 зачетные единицы; 

Д. Форма промежуточной аттестации: зачет;  

Формы проведения: 

А. Для дисциплин: 
— форма занятий с указанием суммарной трудоемкости по каждой форме:  
  лекции – 26 часов; 
  практические занятия (семинары) – 2 часа; 
  самостоятельная работа – 44 часа; 
— формы текущего контроля: задания для самостоятельной работы; 

Распределение трудоемкости по разделам и темам, а также формам проведения занятий с 

указанием форм текущего контроля и промежуточной аттестации: 
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Содержание дисциплины по темам (этапам) – аудиторная и самостоятельная работа: 
 
Тема 1. Введение. Основные понятия, задачи и проблемы демографии. Соотношение между 
математическими моделями, методами и реальностью. Области применимости моделей. Принцип 
дополнительности. Стохастические и детерминированные модели. 
Задания для самостоятельной работы 
 
Тема 2. Модели популяционной динамики. Модели Мальтуса и Фибоначчи, их обобщения. 
Модели роста численности населения Земли в целом (гиперболическая и тригонометрическая). 
Демографический переход. Модели долгосрочных колебаний. Особенности демографической 
ситуации в России. Переписи населения.   
Задания для самостоятельной работы 
 
Тема 3. Смертность. Сила смертности и функция дожития. Дифференциальное и интегральное 
соотношения. Средняя продолжительность предстоящей жизни и средняя суммарная 
продолжительность, их свойства. Модели смертности: гиперболическая, степенная, Гомпертца-
Мейкхэма и Брасса. Модальная и медианная продолжительности жизни. Коэффициент Джини для 
смертности. Смертность по причинам и ее представления. Подбор модели и статистическое 
оценивание параметров. Проблема количества параметров и факторный анализ. Декомпозиция 
показателей смертности по возрастным группам и причинам. APC-анализ. 
Задания для самостоятельной работы 

№ 

п/п 

Наименование разделов и 

тем дисциплины /  

Трудоемкость (в ак. часах) по формам занятий 
(для дисциплин) и видам работ (для практик) 

Формы 

контроля 

Аудиторная работа (с разбивкой по формам и видам) 

Самостоятель-
ная работа Лекции 

Практические 
занятия 

(семинары)  

Лабораторная 
работа / 

контрольная 
работа/коллоквиу

м 

 Тема 1. Введение 2   4 Проверка 

заданий 

 Тема 2. Модели 

популяционной динамики 

2   4 Проверка 

заданий 

 Тема 3. Смертность 4   4 Проверка 

заданий 

 Тема 4. Рождаемость 4   4 Проверка 

заданий 

 Тема 5. Естественное 

движение и 

воспроизводство населения 

4   4 
Проверка 

заданий 

 Тема 6. Общие модели 

движения населения 

2   4 Проверка 

заданий 

 Тема 7. Объединение и 

расщепление групп 

2   4 Проверка 

заданий 

 Тема 8. Регулирование 

миграционного движения 

населения 

2   4 Проверка 

заданий 

 Тема 9. Мотивация 

миграционного движения 

населения. 

2   4 Проверка 

заданий 

 Тема 10. Социально-

экономическое расслоение 

населения 

2   4 Проверка 

заданий 

 Зачет  2  4 Зачет 

 Всего 26 2  44  
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Тема 4. Рождаемость. Модели возрастной рождаемости: экспоненциальная, Брасса. Цепи 
Маркова в моделях рождаемости. Брутто- и нетто-коэффициенты рождаемости. Средний возраст 
матерей. Статистическое оценивание параметров. Распределение числа потомков. Коэффициент 
Джини для числа потомков. Модель Лотки. Ветвящиеся процессы и их приложения. Построение 
доверительных интервалов и проверка гипотез о рождаемости. 
Задания для самостоятельной работы 
 
Тема 5. Естественное движение и воспроизводство населения. Дискретные и непрерывные 
модели. Векторно-матричное и интегро-дифференциальное представления. Модели с одним и 
двумя полами. Условия роста и асимптотические решения. Стабильное и стационарное население. 
Возрастная пирамида. Средний возраст населения.  Репродуктивный потенциал Фишера. 
Демографическое "эхо".  Проблема прогнозирования. Детерминированный и стохастический 
прогноз. 
Задания для самостоятельной работы 
 
Тема 6. Общие модели движения населения. Цепи Маркова в моделях движения экономически 
активного населения. Стохастический и детерминированный подход. Векторно-матричное 
представление. Структура населения. Предельная структура. Показатель роста популяции и его 
свойства. Влияние иммиграции на динамику и структуру населения. 
Задания для самостоятельной работы 
 
Тема 7. Объединение и расщепление групп. Векторно-матричное представление.  Ведущий 
вектор. Условие сводимости (совершенного агрегирования). Алгоритм идеального объединения и 
его приложения. 
Задания для самостоятельной работы 
 
Тема 8. Регулирование миграционного движения населения. Регулирование набором, 
перемещениями, внешним перераспределением. Достижимость и допустимость. Векторно-
матричный анализ и неравенства в моделях регулирования. 
Задания для самостоятельной работы 
 
Тема 9. Мотивация миграционного движения населения. Модели, основанные на сходстве и на 
различиях. Детерминированные и стохастические модели. Модель с линейной функцией 
предпочтения и линеаризующие функции. Коэффициенты групповой привлекательности. 
Обобщенные гравитационные модели. Комбинированные модели. 
Задания для самостоятельной работы 
 
Тема 10. Социально-экономическое расслоение населения. Коэффициенты фондов и Джини. 
Кривая Лоренца. Интегральное представление и кусочно-линейная аппроксимация. 
Статистическое оценивание коэффициентов по группам. Математические модели распределения 
доходов: Парето, равномерная. Уровень и показатели бедности. 
Задания для самостоятельной работы 

 

Планируемые результаты обучения по дисциплине (модулю), соотнесенные с планируемыми 

результатами освоения образовательной программы (компетенциями выпускников) 

 

 

 

Формируемые компетенции  

 

 

Планируемые результаты 

обучения по дисциплине (модулю)  

СПК-1: Способность анализировать и разрабатывать 

модели функционирования и развития экономических 

агентов на микро и макро уровнях, определять варианты и 

условия стратегического выбора и их возможные 

последствия; 

СПК-3: Способность использовать математические, 

статистические и эконометрические методы для 

обработки массивов данных и применять эти методы для 

моделирования процессов в различных сферах экономики 

Знание основных разделов 

математической демографии  

(СПК-1, СПК-3) 

 

Умение применять методы анализа и 

решения задач математической 

демографии (СПК-1, СПК-3) 
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Учебно-методическое обеспечение самостоятельной работы студентов, оценочные 

средства контроля успеваемости и промежуточной аттестации 

А. Учебно-методические рекомендации для обеспечения самостоятельной работы 

студентов: наличие доступа к компьютерам с Microsoft Office и выходом в Интернет. 

Б. Фонд оценочных средств  

 

1. Перечень компетенций:  

СПК-1: Способность анализировать и разрабатывать модели функционирования и развития 

экономических агентов на микро и макро уровнях, определять варианты и условия 

стратегического выбора и их возможные последствия; 

СПК-3: Способность использовать математические, статистические и эконометрические 

методы для обработки массивов данных и применять эти методы для моделирования 

процессов в различных сферах экономики. 

 

2. Описание шкал  

Каждый студент выполняет домашние задания по книге лектора, четыре индивидуальных 

задания для самостоятельной работы, которые могут выполняться и сдаваться по мере 

освоения студентом необходимого материала. На зачете проверяется владение студентом 

теоретическими понятиями и проводится собеседование по результатам его работы в 

семестре, включая работу над ошибками. Учитывается также посещаемость лекций. Зачет 

выставляется при успешном решении всех заданий и хороших устных ответах на зачете.  

 
3. Критерии и процедуры оценивания результатов обучения по дисциплине (модулю), 

характеризующих этапы формирования компетенций.  

 

РЕЗУЛЬТАТ 

ОБУЧЕНИЯ 

 по 

дисциплине 

(модулю) 

КРИТЕРИИ ОЦЕНИВАНИЯ РЕЗУЛЬТАТА 

ОБУЧЕНИЯ  

по дисциплине (модулю) и  

ШКАЛА оценивания 

 

ПРОЦЕДУРЫ 

ОЦЕНИВАНИЯ 

 не зачтено зачтено  

Знание основных  

разделов 

математической 

демографии 

Не достаточное знание 

основных разделов 

математической 

демографии 

Сформированное 

знание основных  

разделов 

математической 

демографии 

Индивидуальное 

собеседование 

на зачете 

Умение 

применять 

методы анализа и 

решения задач 

математической 

демографии 

Не достаточное умение 

применять методы 

анализа и решения задач 

математической 

демографии 

Сформированное 

умение применять 

методы анализа и 

решения задач 

математической 

демографии 

Письменное решение 

индивидуальных 

заданий для 

самостоятельной 

работы 

 

В. Примерный список заданий для проведения текущей и промежуточной аттестации: 

 
Индивидуальное задание для самостоятельной работы № 1 

 

1. Имеется популяция животных двух возрастов: молодые и взрослые. За единицу времени 

молодые становятся взрослыми, а пара взрослых либо рождает в среднем заданное число пар 
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молодых, либо погибает с известной вероятностью. В начальный момент имеется определенное 

количество пар взрослых. Найти среднее число пар взрослых в любой момент времени.  

2. Рост численности населения описывается обобщенной моделью Мальтуса (логистической или 

гиперболической). Сделать прогноз на определенное число лет по начальному условию.  

3. Сила смертности описывается заданной моделью (гиперболической или степенной) с одним 

известным параметром. По известной средней продолжительности жизни найти вероятность 

дожития и среднюю продолжительность предстоящей жизни в определенном возрасте. Вычислить 

коэффициент Джини и медианную (модальную) продолжительность жизни.  

4. В модели Гомпертца-Мейкхэма при известных параметрах найти вероятность дожития до 

определенного возраста и медианную (модальную) продолжительность жизни.  

5. В модели смертности Брасса по известным данным оценить параметры и найти вероятность 

дожить до определенного возраста. 

6. Провести декомпозицию изменения средней продолжительности жизни при изменении 

некоторых параметров заданной модели смертности (гиперболической или степенной). 

7. Провести декомпозицию разности средней продолжительности жизни по причинам по заданной 

таблице. 

 

Индивидуальное задание для самостоятельной работы № 2 

 

1. Дано распределение числа потомков (от 0 до 3). Найти среднее число потомков и вероятность 

вырождения ветвящегося процесса. Вычислить коэффициент Джини.  

2. В модели Лотки по известным показателям найти параметры и вычислить вероятность 

вырождения. 

3. Дана функция возрастной фертильности (сумма экспонент). Найти среднее число детей и 

средний возраст матерей. 

4. В модели рождаемости Брасса найти рождаемость в определенном возрасте и максимальную 

рождаемость при известных среднем числе детей и среднем возрасте матерей.  

5. Построить доверительный интервал для рождаемости по известным данным. 

6. Проверить гипотезу о равенстве рождаемости (заданному числу, мальчиков и девочек, в двух 

городах и т.п.). 

7. Проверить гипотезу о постоянстве рождаемости в течение года (по таблице).  

 

Индивидуальное задание для самостоятельной работы № 3 

 

1. Сила смертности описывается заданной моделью (гиперболической или степенной) с одним 

известным параметром. По средней продолжительности жизни найти средний возраст 

стационарного населения. 

2. В модели естественного движения населения заданы функции рождаемости и смертности (типа 

экспоненты). Известно, что население стационарно. Найти параметры модели и репродуктивный 

потенциал Фишера в определенном возрасте. 

3. Открытое население из двух групп описывается линейным неоднородным векторно-матричным 

уравнением с экспоненциальным притоком. При известном начальном условии найти вектор 

населения в любой момент времени и предельную структуру населения. 

4. Построить матрицы объединения U и расщепления S, если объединяются некоторые группы (6 

штук) и задан ведущий вектор.  

5. Выяснить, какие группы можно объединять при заданной матрице C (4x4) и построить матрицу 

для новых групп. 

6. В организации две группы, заданы интенсивности перехода из каждой в каждую и 

интенсивности ухода вовне. В задаче регулирования набором найти наименьший показатель роста, 

при котором достижима заданная структура, и соответствующий вектор набора. 

7. Имеется две группы, даны коэффициент естественного прироста в обеих, интенсивность 

перехода из первой во вторую фиксирована, из второй в первую регулируема. Найти 

регулируемую интенсивность и коэффициент прироста популяции, соответствующие заданной 

целевой структуре. Проверить на допустимость и достижимость. 



 

 7 

 

Индивидуальное задание для самостоятельной работы № 4 

 

1. В модели мотивации движения населения с линейной функцией предпочтения и двумя 

группами известна одна строка интенсивностей и линеаризующие функции. Восстановить 

матрицу интенсивностей переходов. 

2. Найти коэффициенты групповой привлекательности для групп с уровнем жизни, имеющим 

распределение Вейбулла с заданными параметрами. 

3. Найти показатели способности к уходу и коэффициенты групповой привлекательности, в 

предположении, что все группы полнодоступны, по матрице интенсивностей (3х3).  

4. Движение населения между тремя городами описывается обобщенной гравитационной моделью 

с заданным параметром. Известны расстояния, численности населения городов, некоторые 

скорости переходов. Найти остальные параметры модели и скорости переходов. 

5. Оценить коэффициент Джини в случае 5 групп равной численности по возрастанию доходов, 

если известны доли доходов этих групп.  

6. Доходы граждан имеют заданное распределение (равномерное или Парето), причем 

определенной доле самых богатых принадлежит известная доля всего дохода. Найти 

коэффициенты фондов и Джини. 

7. Доходы граждан имеют заданное распределение (равномерное или Парето) с известными 

наименьшим доходом и средним доходом. Найти долю бедных и относительную нехватку 

доходов, если задан уровень бедности.  

 

Примеры теоретических вопросов на зачете 

 

1. Что такое модель Мальтуса и какие вам известны ее обобщения? 

2. Выпишите основные модели смертности. 

3. Выпишите основные модели рождаемости. 

4. Что такое модель Лотки? 

5. Как определить вероятность вырождения ветвящегося процесса? 

6. Дать определение стационарного и стабильного населения. 

7. Что такое репродуктивный потенциал Фишера и каковы его свойства? 

8. В чем особенность модели движения экономически активного населения? 

9. Выпишите векторно-матричное уравнение динамики населения и объясните его смысл.  

10. Как влияет иммиграция на динамику и структуру населения? 

11. Опишите свойства матриц объединения и расщепления. 

12. В чем заключается условие совершенного агрегирования? 

13. Выпишите основные модели регулирования движения населения. 

14. Что такое допустимость и достижимость регулирования? 

15. Выпишите основные модели мотивации движения населения, основанные на различиях. 

16. Что такое обобщенная гравитационная модель миграции? 

17. Что такое распределение Парето и каковы его свойства? 

18. Выпишите основные показатели социально-экономического расслоения. 

19. В чем заключаются основные проблемы демографического прогнозирования? 

20. Как используется стохастическое моделирование в демографии? 

Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины 

 

А. Основная литература: 

 
1. Лебедев А.В. Сборник задач по математической демографии. М. : МГУ, 2017. 

2. Староверов О.В. Азы математической демографии. М.: Наука, 1997. 

3. Староверов О.В., Котельникова С.Н. Моделирование социально-экономических процессов. М.: 

МГИЭМ, 2001. 

4. Система знаний о народонаселении (ред. Д.И.Валентей). М. : Высшая школа, 1991. 
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Б. Дополнительная литература: 

 
1. Брасс У. Об одном способе выражения закономерностей смертности / Изучение 

продолжительности жизни (ред. Е.М.Андреев, А.Г.Волков). М: Статистика, 1977. 

2. Харрис Т. Теория ветвящихся случайных процессов. М.: Мир, 1966. 

3. Капица С.П. Общая теория роста человечества. Сколько людей жило, живет и будет жить на 

Земле. М.: Наука, 1999. 

5. Алешковский И.А. Детерминанты внутренней миграции населения. Анализ отечественных и 

зарубежных исследований. М.: Макс-пресс, 2006. 

6. Немчинова О.В., Староверов О.В. Обобщение модели движения населения и обоснование ее 

необходимости // Экономика и математические методы, 2005, т. 41, № 3, с. 319. 

7. Гончаренко А.Б. Два подхода к моделированию движения населения // Экономика и 

математические методы, 2006, т. 42, № 2, с. 1729. 

8. Вишневский А.Г., Андреев Е.М. Население России в первой половине нового века // Вопросы 

экономики, 2001, № 1. 

 

В. Программное обеспечение и Интернет-ресурсы 

 

Раздел лектора в системе ИСТИНА: https://istina.msu.ru/profile/aleb/ 

Сайт Росстата: http://www.gks.ru 

Сайт "Демоскоп Weekly": http://demoscope.ru 

 

 

https://istina.msu.ru/profile/aleb/
http://www.gks.ru/
http://demoscope.ru/

